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9��#� �� ��������� ������� ������	������ �� �������� ��� �� ��� ��� ��������� ���� ��� ��������� ����� ��� ��� ���	�	��� ��� � ��� ����	��� ���! ,����� ����� /���! ���� ���������� ��

�����,���� �� �� 9��*����! :(  ! )( "��	�#� � 8( 	( $��%� & "$'! ���� �� ���� ����������� �� �������� �� ����� � ! "��	�#� � $��%�! ���! 	�( 4����� ����! �� �� �����	���� ����#�� ��� ��� 	�� ���� ���	�� �� ���������� ���� �*����� ��������(
����� ���� ������ �� ��������� ���� ���������� ��������! �� �� ��� ��������� ������� �� �� ���� �� ���	��������(  �! �� ������� �� "$ ��� �� �� ��������( :������.� ����� �� �� �������� �� �� �*������� ������� ���� �� �����( 	.� ��������� ��

��� �	
�����! �� ���,��� ������� �� ���� ��� ������� �� �� ���,�� �� �������� ������ �� ��� ������� ��� ��� �� ��������� ,�� ���������	���( +�����������! �� ������� �������� �������� ����� ����� �� ����� ��.�� �� ����	��� ������������ <E�DFI?@�! ��� ��
������ ���������,���������� ���� �� ,������#� ����� ��	�� �
�1��! �/	 	���	��� @D F?
! ��	 "��	�#�!  � $��%�! ���( �� �������� ��������� �� ��	������ ��� �� ��� ���	������ ��	��� ����2
	���( 4�����������! ��� ��	��� ������������ ����	��� ������������ �� �� ������ ����.�� ��� �� �� ���� �� �����( )� ������� �������� ���� ��� ,��� �� ��� ��	��� � ����	���(
)��� �� ��� �� ��� ��� ���,��� ��������� �����	��� �� ��� ��������� �������� ��� �� �������� �� �����( ���� ��� ��������� �� �� ������� �� "$ �� ���� �� �����	�� �� ������
��.�� �� ��������� �������	�� �� �*����� �.� ��� ����,������ �� �� ������� ��	� ��2������� ��� ��� ��� ,��� �� ��� ��	��� ���� ���� .�� ������ ��( ������� �� ��
������ �� ����
��� ��� �� ��� ,��� �� ���! ���� ���,��#� ��������������� ,��� �� ���� .�� �������������� ����	�� ��� ���� ,������ ��	������( �� �����	���� �� ��� ������ ��� ������ ��.���� �� ,����� �� ���������! ��� ���� ,������ ��	������ ��� ��	�� ���
 �� ������� ���� ��

/
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� ��#��� ��������! ��� �� �� ���� ���(
���	
���� ��������� �� ��� ��������� ������� ���� �� ������� �� ������� �� "$ �

��� �� ��� ,�������! �.� �� ��������� ��� �*������ ��������� ��� �� ���� ��� �� �� 
���������������( �� ������ �	
���� ������� �� ��������� ��� ��������� �� �������� ��� ����������� ����������� ���� ���������(
)�� ��������� �� ��,��� �� ���� ������ ��������! ���� ����� ����������( 4����� ��������� �����! ���� ��	��������� ��� ������� ����������� ��������� ������������������

���� ��� ������������ ��#������( 4��� ����������� ����� ��	���� ���� ���� �� ��������� �������� ����������� ����#������ � �� )�����1�%�23��� ���24������( 4��� �� ����� ���,���! ��
���� ��#���� �� �� ������� ���� #���������� ��� ��� ����������� ��������� 	����������������(
-��� ������������ �� ������ ������ �	���� ��� ��	��� ������������ ���� ������ ��� ��2
	������( ������������ �� 6����� ���,��� �� ������� �� ��� �����������( +���! ������������ ��
7%���26�����28����29�����* ���� ��	���� ��� ���� �� ��������� ���� �� ������ �� �� ��������� "$ �������( -���� ��� ���� ��� ���� ���������� ������! ���� �
������� ������������ �� ������� �� ������� �*������ ���� ����� ���� ����� �� 	��� �� ���� ��2
���� �� ����� ���� ��� �*������ ��*������ � �����( :�.�! �� ��������� ����� ���� ���������� ��� ������( :� ���! ���� ������������ �� ���������� �� �*������ �������������� ����������� ���2��� ������� N0 ������� ����������( )� �������� ���������� �� ����������� ����.����� �� �� ������� �� "$� �� ;<=>?@ ABC>CBD<CEF? G@@HIFJK &L+M' �+��#!
+���, � L��1����! �/	 O������! +��������� � L������! �N�( �� ������� ���� ������ ����� ������ �������,� �,�� �� �*����� �� OP������( +��� �������! ���� ���� ���,����� ��L+M ���� ��������� ���� �� ��������� ���� �� ������ ���������� ��� ��	��� ������������
����	��� �� ���� �*������ ���,���� �� ������������ �� )���(
�� ������ � ��������� ��� ��������� �� ���� ��� �� ������� �� "$( �� �� ��������,��� �� ��� ��� ��� �������� �� �������� �� �� ���� ��������� ����� ��� � �������

� �� �� �� ��������� �� �,��� � ������ �� ��	������ ��� ��	�� ����	�� ���,���� ���� � ��#�����������( )�� �������� �� �� ���� ���� ���	��	�� �� �� ������ �� ����������� � �� ���� ������� ���� ���,�������( 4� ����! �� ������ ��� ����� �������� �� �������� �� �����
��� ��� �����, ���� �� �� ������� �� "$( 4��� �� ���������� �� ��� ���������! �������������� ������� ��� �� ������� ��������� �� �������� � � ��� �������� �� ������ ������������� ��,��#�� �� �*������ ��� �� ��
�(
	,�� ������� ���� �� ,�� �� ��
�! �� ����� 	�� ������� �������� �� ������ ��� ����� ��� ��������� �������� �� ��������� �� � ������ �� ��������� ���������������� �� �����(

3���� ��� ���� �������� �� �������� �������� �� ��������� ��� �� ������ �� �,�� ��������� ������� �� "$ �� ��� �� ��� ,�������(

�������	�

2 	�*���� ��������� �"��.�%�� @D F?
! �5�(
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2 �������� �� ������������ �L���� @D F?
! ���(
������� �� ��������	����

2 L�	�������� ����	��� �� ����� ��������� ���� �� ����������� �� ������ �6��!�/�(
2 )������� �� ����������� ��� ��#������ ���� ��� ������� ������������� �8������� 6��! �N	 6�� � 8������! �N�(
2 )������� ���� ����� ��������� �O�* @D F?
! �5	 O�*! "���� � �����	��#! ���(
2 )������� ������	��� ��� ����� ���� �� ����� �		�,��� � O�	����! �/�(


�����

2 )������� �� ����� �������� �	���, �� ����� ������������������� ���� ������ �����,�� �� ������ ���� �� ����� ������ ������� �+��������� @D F?
! �N�(
2 L�	�������� ����	��� ����	��� ���,���� ���� ����� �������� ���������
�+��#! +���, � L��1����! �/! �5	 +���,! +��# � L��1����! �5�(

2 L�	�������� �� �� � ������� �� 
������,2��	����%* �+���, @D F?
! �N	 +���,!
)��1��* � L��1����! ���(

������

2 )������� �� ����� ���� ��� �������#� ������ �4��# @D F?
! ���(
�����	���� �� �������	������

2 )������� �� ���,���� ���� ��	�� ��#����2 ��������� ��������������� ��2����� &�� ��������� ������������ �� ��	������� �� �� ������� �� "$'
�4��! O����� � L����! ���(

2 )������� ���� ������� ������� � ���� ��	�� �� 	���	� ������� �6P�	��#��
@D F?
! ���(

2 )������� �� ����� ���� �� ����� .�� �� #���� ���������� �� *���� �$�! 8����� ��#��! �N�(
2 L���������� ������������� ���� ��� 	����� �� ���,����� ������� �L��#��!
���# � 
��! �/�(
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4��� �� ��� ���! ���� �	
���� ���� �� ��	������ ��� ��	�� ����	�� �������������,���� ����� ���������� �������� ���2��� ������ �����������������( :� ���! �� ���#����� �*����� �*������� ������ �� �� ������

���� � � &�� ��'� &/(/'

� ���� �� ���������( )�� ���������� ���������� �� �� �� � ��� ���! ������� , �����2
	����� �� �*����� �*�������!

� � � ��  ! �
&���'  ! �� &�'�

���
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7� �� �� ���� ��� � &�� ��' ��� ���� ���2��,����	�� ���� ���,��� �������� ��� �*2������� �������� &���� �������� ��� � � 	' � ! �N�( L�������� ��� �� �� �� ��� � ������� ��� ������� �������� ������� �
 � ���� �� ��������� �
 &��� �� .�� �� �� ���#�� ��� �������! ���� �� �����'! ���� � ������ &/(/' � ��� ����	�� � �������� �� ��������(
9���� �� �� �� �� �������� �� ��� ���������! ����	�� �� �� ��,��	����� ��� ��� ,��� �������	�� ������ ������ FDDBFJD@�B J�FCD<�@ &�� �� ���# �� �� ��,���! ���� ������������������ �������� ����� ��� ��������� �����#�! ��� �� ������� �� ������� ���
�������������� ��� �*������� �������� �"��	�#� @D F?
! ���'( �� ����� ��������� ���� ��
�	
� �� ����� ������ ��� ��.�� �� ����	��� ������������ ����	���( )��� ��� ��� ������
���������� �� �����������( -��� �,��� ���� �� ���� ���������� �� ���� #���� ���	������	��� ������������ ��� ������ ���
 ��! ���� ���,��� ��� 	����� �� ��� ��������( 9��� �� *
� �� ���	�����! ����� ��� ����	���( : ���� 
������ ���� ��� ������ ��� ���� ������
�� ��������� ���� ���������� ��� ��#����� � ���� �� ����� �����! ��������(
L�������� ��� ���� ,������ ��	������ ��� ��	�� �� �������� / &�� ���� .��' �� ( 4���!

���� � ������ &/(/'( 	����� �� ������ ���	�� ��� ��� ��� �! �� ,� �������������� ����� ������ ,������#� �� ��( �� ������ �� ��� ��������� �������� �� ����� ���� �� ���� �����
��� ��.�� �� ����	��� ������������ ����	���! ��������� �� �� ���� ����� ����� ��( )���
�������� ��� ��� � ��#��� ���	�� �� ��������� �� ,��� ��� �,�� ��� ���	�	��� �� �������!���� ��� �������������� �,�� �� ����� �� ��������(
9��� ������� ��� ��� �� �� ���� ���� �� ,������#� �� ���� .��! �� ������� ���� ����	��������������� �� ����� �� �� ������ �� �� �� �����	��� �� ������� ��� ��������� ��������! ��

,� ��������� �������#��� �� �� ! ����� ���������������( �	 ��������� ,��! ���� ���������� ��� �� ������ ������ ���� ������ �� �� �� �����,���#����( 	� ��������! ���� ���,��� �����.��( :��� ���� ����� ����������� ��� ���� � ��#���� �����	���� �� �*����� ���� ���
��� ��� �� ���,�� ��	� ������ ���� ����� �� ���� .��( 4�� �� ��� �����	��� �� ������������
��� ��������� ��������! ��� � ��#���� �����	����! ������ ��� �� ��������� �
 ! �������� ����� �������� �� ��� ��� ��� �� ���,��( ��������! �� �����	���� ����� ��� ���� �� ���������!�� �*����� �*������� �����	�� ������� ���������� ������#�� �� ��� ���2�����	��( ����������� �� �������� �� �������� ���� ���������� �� ���� ������� �� ���#��� ��������( :����! ���� �� ������� ���� ��� �����#�� ��������������� ��� ��������(
7� ���#� ���� �� ���,������� ��� ������� �� �����	���� ��� ���� ����� �� �������������� ��������������� ���� ���� .�� ������ �� &������ �� �����	�����' ����� ��� ��

���� �� �����#��� ��������������� &���� �����	����'( )�� �����	���� ������������� �� ,������#� �� �� ! ���� ���,��� ���� ��� �������� �� �*������� �� &/(/' ����� ������ .�� � �� ��������� ������ �
 ( 	� ������� �����! ���� �,����
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' � �� ��� �� ���.����� ����� ���� ���� .��( -��� �,��� ������

���� � �� �	 &�� � ��'�� &� � �
' � &/(N'
: ���� ��������� ��� ��� ��� �� ���,�� ���� �� ��������� �� ���� �� ���� �� �� ( �	 �� �����! ����� ��� ����� � �� �� �! ����2��2���� ��� ���� ���� ,��� �� ( +��� �� �����! ���� ���������� �������� �����������! �(�(

���� � �� � �� &/(�'
L�	������ &/(�' ���� �� ������� &/(N'! �.� ���	����

	 &�� � ��'�� &� � �
' � ��

�� �
	 &�� � ��'

�
� �
 � &/(�'

)�� ,����� ����. ��� �� �
 ��� ���� ������ ��� �� ������ ��� � ��� ��� &������ �� �� �� ��������� �������� � ���� �'! ��� ������������ &/(�' ������� �� �� ( 
��� ����! �� ��� ��� �� ��� ��,������#� �� �� ! ��� ������� ���� ���� ,����� ��� ���� �� 	�� ��� ��� ��� ��� ���������� �
��� ���� ��������� ��� �� ���� ��� ���������( 7� ��� ���� �����	�� �
 �� 	 &�� ���'��� ������ ������ � ��� �� ���� ��	������ ����,������ �� �� �*������� ����� �� �� ! ����! ������ �����! ���� ��,��� ���� ���� �� ,������#� �� ��(
7� ����� 	�� ����������� �� ��� ���� �� ��#��.����� �� &/(�'( 4��	���! ���.����������� ����� ����
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+��� �� ���� .�� ������! ��� ����� ��� 	 � � ��� ��������( 4��� ����� �� � �����,�� ,�����( 	������� � ! �� ����� �������! ���� �������

��� � � #��� � &/(�'
7� �� ����� ��� ��� �� �����	���� ������� ���� ��	������ �� �*����� �� ���������������� ������� �� ��� ��� �� �� � �� ���� .�� �� ( )��� ,�� ���� ��� �� ���� ,������ ���������� ���� � ��#���� �����	���� �� �*�����! ���� ��,���� ������ ��� ��� ��� �� ���� ���� ��
,������#� ��� ���� ��� �� �� ! �� ��� ��� ���, ����� ����� ������ ���������	��(

��� �
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�� �	���,���� �,��� �� ������ ��� �� ������� ������ ���� ���� �� ��������2
	�� ���� ��� ������� � ������ �� ��������( 7��#�����2���� ��,�� �� ����� �����������*���� ���������! ���,���2���� ���� ������� �������� /��� ��� �,�� ����������� �� ,������#� ���� ���� .�� ������ ��� ��� ������� ����� ��� J<I?F�@ � �� �� ���,������������ �������� �� ���� ������( )�� ������� ���#� �� ������ ����� �� �� �*����� ��
������� � ��� ������������ ������� ��� ��������� ����� �� �����( ��� ���� ��� ����
��� �������� ������������ �� ��� ����� ��� �� �� ���������� �� �����������! �� �������� ��
	��� ������� �� ������� �� ���� � ��#����� �����	����� �� �*�����! ���� ��� ���� �����
��� ��������� ���� �� �� � ��#��� ��� ����� .���( :� ������ ��� �� ����� �� ��,����������	����� ���� ��� ������� ������� �������! ���� ���,��� �������� �� �����	����������� ���� ������� �� ���� ��������� �����	�� �� ��	�� ������ ���( :� ���! ���� ��� ������������ ��	��#� �� �� ��������� ��� �������� ��	��������� ����� �� �� ��	�� �
����� @D F?
!���( )�� �������� ��� �� �����	����� ��������� �� ������ ��� �� ��,����� ����������	��� ����� �� �� ��	��( +���! ������� ����� � ��� �� ���� ���� �� ,������#� ������� ��� ��������! �� � ��#����� �����	����� ��������,�� ���,�� ����� ���� ���, ���� �������,��#�� ,��� �� ��	�� �������( :� ���! ��� ����� �� ����������� ����� �� ���,�� �������������( 
��� ������! ���� ���� ���,��� �� ��� �������! ���� �� ���� �� ��������
���� ����( )�� �������� ��� ����������� ����� ���� FBIB@�( -���� ������ �� ��	�� ������� �� ���� ���	�� �� ���������! �� ���� ��� ����������� ��� �� ��� �� ���� .��(
�� ������� �� �� ���� #����� ������ �� �� �� ��������� �� ������ ���� �L���	�� @D F?
!���( 7� * �� ��������� ����� ��������� ����� ��	��#�! �� ,������#� ���� ��� ������ �� ����
,��� �� ����� ��������� � ��� �� � ����,�� ��	��#� �� ���� ������ �� ������� �� /5� �������� ����������� � ������������ �� ��� �������� ������������ �� ����� ������ ������������ �� ��������� ����( -��� �� ��� ������ � ��� ����� �� ������ ��� ��,��#�� ���������� ������ �������� �L���	�� @D F?
! ��! �5�! 	! �	 �������� @D F?
! �N	 
�����*! �/�( +��� ��������� ������ �� ��� ��������� ,��� �L���	�� @D F?
! �N�(
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4���! ��� ������� �� ��������� ,����� ������� �� ������� �� "$ ���� ��	������ ���
��	�� ����	�� ���� �*����� �������� ��,��� ���	��� ��������� ��������� �� �����	�����
�� ��	��#� ���� ���� .�� ,�� ��( +�� �����! �� ��� ������� ��� ��� �� �� ���������� ����
��� ��������� � ��#����� �� ���,����! ����� ���� �� ������ ��� ������� �� ��	��#�(
��� �������� � ������� ���� �� ������� ���,����� ��� �������#����( :� ���! ����������� �� ��	��#� ��� ������ 
������� �������� ��������� ��� �*������ �������2��� ��� �������� �������	��� ���� ��� �*������ ����������� �
��� � 9����! ����(������������ ������� � �� �� ��� ��� �,�� ������� �
��� � 9����! ���� � ��� ������� ���������� ����	��� ���� ��� �*������ �� ���� ����� &�����! ����! �������' ��� ����2���� ������ ��� �� ������ �� ��	��#� �
��� � 9����! ��	�( )�� ���,���� ���������� �����2�� �� �������� ����������� ������.��� ���� �� ������� �� ������� �� ���( 	,�� ������� ���,����� ���������! �� ��	��#� ����� �������� �� �������� �� ���� �� ���������� � ������ �� #������� �
��� � 9����! ���	 
����� @D F?
! ���(
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	,�� �� �������� ���� ����*��! ���� ���.������ �������� �*�	���� ��� ���� ������2���� ��� �� ����( +� �������� �� �� ���� ����� �� �	�����
L$9
 �: L7"-7M7)	�7 -� ��*�� �� ,������#� ���� ���� .��� ���� �� �������� ��*��

����� �����	���� �������� �������
� ��� ���� ��#�����

4� ����! ��� ��� ������� ����������� ���� ��� ��������� �� �� �� �������� �� ���	���� ��������( ��� �������� ���,��������� ���� �	���� ��� ��� ������ � ������� ��� �� )�)��(
-��� �,��� �
�� �� �� ������ ��� #������ ��#��� ��� �������� ����������� �����* ���� ����
��� ���������� /! 5 � N( -���� ��� ����������� ��� ������.�� ��� ,������ �� ������ �� �( 7� ��������! ��� ,������ ���,�� ���� ���� �����( +��� �� ��� �� �� ����� !���� �,��� ���� �� �� ,����� �� �� ������ ��������#� �� �
 ( )� ��������#� � �� �� .� ���� ��N� ���� ��� ��� /0 � N0! � �� �� �� 50( �������� ������� �� ��� ����� ������ ������ ��.�� �� �
 ! �.� ��� ���� �� ����#���� ��� �� �*������� �� �*����� �������� ��#��.���,�( ���� �� ���! �� ,������#� � �� ������ �� ���� ���� ��� �� ���� ��
�������� �,�� ��������� �� ,������#� ����� ��	�� �� ��� ��� ��� #����( ��� ����������� �������� �������� �� ����� �� ��������� �� ��������( ���������� ���������� ����������� ����� ���������! ���� ������ �� ���� �� ���� �������� ������ ���,��� �� ����������� ��������( 4��� ��� �������! ���� �,��� ����* �� ��� ������ ���������� 
������� �� �����
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�� ����2�� ���� ������ �� ���������( -��� ������� �� ����� ���,������� ��� ���������� �������� 	�� ��� ��� �� �����	�� �� ���������� ���� ��� ����� ������� ���� �+���,! +��#� L��1����! �5�! ���� ���� �,��� ����� ������ �� ���� ��������� ��� �� �������� �� �����������(
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���
� /(/� "�������� �������� �� ��� �� ��������� ������ � �� � ���� ������������
��#������ �,�� �
 � N��( -��� �	����� ��� ���� �� 2/!�/��� �,�� ��� ���� ������� ��
2�!�����5(

7� ����� 
�������� �����	��� �� ���� ���� �� ��������� �� ,������#� �� ���� .�� � ��
���� ��� ����� ��� ��� �� �,�� �� ��	�� ���� �� ,������#�( +��� �� �����! ���� ���������� �������� �� ������� �� ������ ���	�� �� ��������� �������� ������ �� ����� ����� �����	����
#��������� �� ��*���� � � ������� *�� /( +��� �� ,������#� �! ���� ������� �� ����� ��� ����� ������ ��� � ��� ��� ���,���� �� ��� ��������� �������� �,�� ��������� ��
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,������#� �( -��� ����������� �� ��*���� �� ��� ���� �� ��������( �������	�� ���� ��������� ���� ������� ���� ��� ������� #�������� �� �( -��� �������� ����� ���� ���������� ��� ������� ���� � � �(
)��� ���� �� ��� ���� �,��� ��� ���� ������������ ��#������ &��� ��������� ��

�������� �� /(�(/'( �� .#��� /(/ ������� ��� � �������( 4��	���! ���� ������� ���
,������ �� �! ���� �,��� �� �� �� ���	�� ��� �������� ������������ ���� ��	�� ���� ��
,������#� � ���� ���� ��������� �������� ������ �� ������ ���� ������,���� ��!/�( -���
�,��� ������ �� �� ��*���� �� �� �����	�� ���� �	���� �� ���� �� �������� ��*�� ���������� ��� �( �	 ������ ����� � ��#������� ��� ������! ���� �	����� ��� ���� �� 2/!�/��� �,��
��� ���� ������� �� 2�!�����5( -��� �	����� ���� �� ������� ������������ ��� �� � � /�(-��� � ������ �� ���� �� ����� ��� ����� �	��� ���� ����! ���(
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L�� ��� ��	�� �� �������� � � �&/'! �&5'! � � � ! �&�'! �	������� �� � &�&/'��
' � �&5'!
� &�&5'��
' � �&N'! � &�&N'��
' � �&�'! � � � ! � &�&�'��
' � �&/'(
	����� � ������� �� &/(/'! ���� ���� �����,��� �������������� ���� �� ,������#� ������� ����� ���	��� �� �� � �������� ������� ��2���( �	 �� �����! ���� ��,��� ���������

��� �����	���� ���� ��	������ ��� ��	�� �� �������� � ( 	������� �&�' ��� ���	����� �� � �������� �����������( :������� �� ���,��������� �� ��*��� ��������� �� &/(5'(

���� � � &�&�'��
'� &�� ��&�'' ��
&���'
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� &� � �
' ��

&���'
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&/(�'

L�����.��� �� ������( +����� 		 � �	 ���� ������� ��� ������ �	
�� ��� 	 � ��������,����! ���� ��� � �� ��� ��,����� �� �&�' ����� ����� �� ( 4� ���� � &�&�'��
' ��&�� /' � ���� ,������ ��� ������&�� /' � �( )���2��2���� ��� ���� ���� �,������� ������ � �������� �� �����	��! ���� ���� ���� ���������� ��� ����� �� �� � ��������( -���
�	�����

		 &�� ��&�'' ��	 &� ��
' � ��

�� ����� � ��� ������� �� ������ ��� ��� �� ��������� �  !"# �$� % & '( )� ��� ��*������� % + ,� ���

�� ������ �� �� ���-�-���� �� �.��� ���/������� �� ������ ��� �.���������� �0����1�� ��� ��������( 2��� ���
��*������� ��� ��������� $� ,� % ������� ��� 3������ ������� �� 4 ��� ��5 ������� ������ 6��� 7�����������
�������� ��� ���� 89��� :;<=(
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�� ����� ������ ���� ����������� ��� ������� ���� ������� ����,����� � ���� ������� ��	��� �� �� ��������(
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		 &�&�' � ��'
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7� ���#� �� ��� ���� � ������ ���	��	�� �� &/(�'! ���� ������ �� ������ �� �� ����	�2��� �������� ���� ��������� � ��� ��� ��� ��� �� ��� ��� ��	��� ������ ����� ����� ��	�������������( 7� �� �� ���� ��� �� �&�' � �� ! ���� ��� �� �������� �� �� � �������� �� /!
���������� &/(�' �� ������� �������� �� &/(�'( 4��� ���������� &/(�' ���� ����� ������������� �� &/(�'(
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	,�� �� ��������� �� �� �������� ����������! �� �� ���������� �� 	��� ������� �� ���
���� ��������� ���������( +��� �� ��� �� �� �� ������� �� "$! ��� ��	��� ����� ����������
���� ,������ ��	������ �� ���,���� ��� ��� ����� .��� �� ������������ �� �������(
7��! ������������ >C<ED ��@ �� �����* ��� ,����������� ����� ���� �����#��� ��� ��	��(
:��������� ���� �� ������ �� ������� ��������( +��� ��� �������� /! �� ��	�� ���	��� ������������ �� ���� .�� �� � !

� &����
' � �� � &/(/�'
+��� ��� �������� � ! ��� ��	��� ���	������ �� ��,����� ��� ����� .��� �� �� !

�� &�&�'��
' � �&�'� &/(//'

)��� �������� �� ��� ��� ��� ����� .��� �� �� &���
' ������������ ��� ����� ���	����� �� �������� � ( +�� �������! ���� � � N�

� �&�&�'��' � � �&� &�&�'��'' � � &� &� &�&�'��''' � �&�'

:� �������! �� ��� ���, ����� ��� ��	������! ,���� �������	��! ����,����� ����*���������� ����� .���! ������������� �� ����� �� �� �� ������� �� ���2��� ����� ���( )��� ��������
���� ���� ���,��� ����� �� �� ������� �� -�1��2O������ �+���� @D F?
! �5� �� ������������( �� ���� ��� ����� ��� ���� ������� �� ���������! �� ����� ���� .��
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�� �� &���' �� ��� ��� �������������� ����� �� �� �������� � ! �� ��� ����� ����� ������������� ��� �������� �� � ! ���� ��� �������� ��������( :� ���! ��� �������� ��� ���� ����,����� �� � ���� ��� ���������� �� ��� ����� ��� ,�����( 4��� ���� �	���� , �����	�����
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CHAPITRE 2. CONTRÔLE EN 2D 21
� : R2 �Z 7! R2(x; n) 7! F n(x):Encore une fois, si (2.1) est dans un r�egime chaotique, l'�evolution du syst�eme �a l'�etudeva être pouss�ee vers un attracteur chaotique dens�ement peupl�e d'une in�nit�e d'orbitesp�eriodiques instables con�n�ees dans un espace topologique bidimensionnel. Nous pouvonsdonc d�evelopper en s�erie autour des points d'une s�equence p�eriodique. Soit la s�equencep�eriodique suivante pour �0 non perturb�e: x(1), x(2), x(3), : : : , x(M), x(M + 1),x(M + 2), : : : , o�u x(M + 1) = x(1).xn+1 = F (x(i); �0) + DxF jx=x(i)�=�0 (xn � x(i)) + D�F jx=x(i)�=�0 (�n � �0) (2.3)D�e�nissons Ai � DxF jx=x(i)�=�0 et Bi � D�F jx=x(i)�=�0 . De plus, nous voyons queF (x(i); �0) = x(i+1). Notons que Ai est une matrice de Jacobi, car nous d�erivons deuxcomposantes. Par contre, Bi est un vecteur puisque � est un scalaire. D�eveloppons ceque cela signi�e vraiment:Ai =  @Fx@x @Fx@y@Fy@x @Fy@y !�����x=x(i)�=�0 ; Bi =  @Fx@�@Fy@� !�����x=x(i)�=�0 ;ce qui donne: xn+1 = x(i+ 1) +Ai(xn � x(i)) +Bi(�n � �0): (2.4)Mais lorsque le syst�eme �a l'�etude en est un de dimension sup�erieure �a 1, un �el�ementimportant vient s'ajouter: chacun des points membres d'une orbite M -p�eriodique, doncpoints �xes de FM , poss�ede une structure g�eom�etrique distincte. Lorsque nous sommesdans un r�egime chaotique, ces points membres de cette s�equence et leur voisinage pos-s�edent un comportement hyperbolique1 (Bien sûr, il peut aussi y avoir des points non-hyperboliques, mais ces derniers nous interdisent toute lin�earisation. Par cons�equent, nousdevons les rejeter.). C'est cette hyperbolicit�e qui entrâ�ne une instabilit�e du point �xeFM(x�; �0) = x�. Nous sommes en fait en pr�esence d'un point de selle, qui en 2D est con-stitu�e d'une vari�et�e stable et d'une instable. En termes plus techniques, ces vari�et�es peu-vent s'obtenir en calculant les valeurs propres2 de Ai. Nous obtiendrons n�ecessairement1point �xe hyperbolique: la matrice de Jacobi correspondante ne poss�ede aucune valeur propre demodule unitaire [Guckenheimer et Holmes, 83]2Nous les nommerons �s et �u.



CHAPITRE 2. CONTRÔLE EN 2D 22j<f�sgj < 1 < j<f�ugj, propri�et�e d'un point de selle. Puis, les vecteurs propres stableet instable nous donneront les directions des deux vari�et�es. Donc, si nous r�eussissons �aperturber un it�er�e de telle sorte que le vecteur xn+1 � x(i + 1) pointe exactement dansla direction de la vari�et�e stable, l'it�er�e suivant va alors tendre exponentiellement vers lepoint �xe de FM . Mais il y a un petit d�etail �a ne pas n�egliger, les vari�et�es stable es;i etinstable eu;i ne sont pas n�ecessairement orthogonales. Donnons un exemple pour nous enconvaincre. Supposons que la projection de xn+1 � x(i + 1) sur eu;i soit nulle.
es

eu

x xn i1 1( )

x( )i

Figure 2.1: Les directions es et eu qui correspondent respectivement aux vari�et�es stableet instable ne sont pas n�ecessairement orthogonales. Ceci implique que même si xn+1 �x(i + 1) tombe sur la direction perpendiculaire �a eu, les it�er�es suivants ne tendront pasvers un membre de la s�equence p�eriodique.Et bien, ceci n'implique pas obligatoirement que le vecteur xn+1 � x(i + 1) pointeenti�erement dans la direction de es;i, il n'y a donc pas de convergence exponentielle. Parcontre, nous pouvons trouver ais�ement des vecteurs tels que fu ? es et f s ? eu, i.e.f s � eu = 0, fu � es = 0, et de normalisation; f s � es = 1, fu � eu = 1. Ce sont en fait desvecteurs contravariants.Donc si [xn+1 � x(i + 1)] � fu;i+1 = 0, il s'ensuit que le prochain it�er�e va tendreexponentiellement vers le point �xe. E�ectuons le produit scalaire:
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fu

fs es

eu

x( )i

Figure 2.2: Les vecteurs f s et fu repr�esentent les vecteurs contravariants de es et eu.
[xn+1 � x(i+ 1)] � fu;i+1 = [Ai(xn � x(i)) +Bi(�n � �0)] � fu;i+1 = 0 (2.5)Nous n'avons plus qu'�a isoler �n.�n = [Ai(x(i)� xn)] � fu;i+1Bi � fu;i+1 + �0 (2.6)Ceci constitue la nouvelle valeur du param�etre qui est requise �a chacun des it�er�es dans laphase de contrôle.2.2 D�etermination des ciblesPour les dimensions sup�erieures �a 1, le raisonnement est semblable au cas unidimen-sionnel, c'est-�a-dire que les cibles s'obtiennent en �evaluant les points �xes de



CHAPITRE 2. CONTRÔLE EN 2D 24FM(x(i); �0) = x(i); (2.7)sauf que num�eriquement la m�ethode de Newton-Raphson [Press et al., 92] doit êtreg�en�eralis�ee pour des syst�emes d'�equations.2.3 Explication intuitive de la perturbationSupposons que nous avons pour cible le point �xe x�(�0) (ou tout point x(i) membred'une s�equence p�eriodique) et que ce dernier soit un point �xe instable ou plus exactementun point de selle. Ceci implique qu'il y a pr�esence d'une vari�et�e stable et d'une vari�et�einstable. Repr�esentons cette situation par:
Wu

Ws

x∗ ( )µ0

Figure 2.3: Ws et Wu repr�esentent les vari�et�es stable et instable du point �xe x�(�0).Une vari�et�e stable est l'union des orbites qui parviennent au point �xe et du point�xe lui-même. Une vari�et�e instable est l'union des orbites qui sortent du point �xe et dece même point �xe. Pour être en mesure d'analyser la dynamique autour d'un tel point,nous avons deux choix. Le premier serait d'utiliser le th�eor�eme de la vari�et�e centrale[Guckenheimer et Holmes, 83]. Cette m�ethode est essentielle lorsque le point �xe n'estpas hyperbolique. De plus, elle est tr�es e�cace, mais cette e�cacit�e a un prix: le traite-ment analytique peut s'av�erer complexe voire impossible. Certes, cette m�ethode serait



CHAPITRE 2. CONTRÔLE EN 2D 25th�eoriquement tr�es �able, mais pour notre strat�egie de contrôle, un tel degr�e d'e�cacit�en'est pas n�ecessaire, il est même inutile. Nous devons donc nous contenter de la deuxi�emem�ethode: la lin�earisation. Nous lin�earisons donc autour du point �xe et obtenons uneautre vari�et�e stable Es et une instable Eu. Ces derni�eres sont en fait respectivementtangentes �a Ws et Wu. De plus, Es et Eu sont de même dimension que Ws et Wu.
Wu

Ws

x∗ ( )µ0

Eu

Es

Figure 2.4: Es et Eu sont les vari�et�es locales stable et instable de x�(�0).Ainsi la connaissance de Es et Eu est su�sante, car nous ne nous int�eressons qu'auvoisinage imm�ediat du point �xe. Supposons qu'un it�er�e xn tombe dans ce voisinage,l'algorithme de contrôle entre alors en action. La perturbation impos�ee au syst�eme mo-di�e la position de x�(�0) de telle sorte que xn+1 se retrouve le plus voisin possible(voire superpos�e) de la vari�et�e stable du point �xe non-perturb�e. R�egle g�en�erale, il nese retrouvera pas directement dessus, car la lin�earisation ne se fait qu'au premier ordre.Notons ici que nous sommes en pr�esence d'un nouveau point �xe x�(�0 + ��) qui estquelque peu di��erent de x�(�0), car la perturbation est e�ectu�ee sur le syst�eme même. �A laprochaine it�eration xn+2 va donc avoir encore plus tendance �a se rapprocher directement dex�(�0). S'il n'y a aucun bruit non-d�eterministe (nous pouvons d�e�nir le chaos comme �etantun bruit d�eterministe et un bruit non-d�eterministe comme un bruit de fond compl�etemental�eatoire), xn va n�ecessairement demeurer dans le voisinage de x�(�0) jusqu'�a ce qu'iltombe exactement sur x�(�0). Mais il ne faut pas oublier que dans la plupart des cas,x�(�0) est un irrationnel. Il ne peut donc pas être �evalu�e de fa�con exacte.Ceci signi�e que même si xn+` (o�u ` 2 N quelconque) tombe directement sur x�(�0)pr�ealablement calcul�e, nous devons maintenir la perturbation �a tous les it�er�es, car x�(�0)
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Figure 2.5: (a) Les it�er�es successifs tendent vers la direction de la vari�et�e instable. (b)La premi�ere perturbation modi�e la position du point �xe de telle sorte que l'it�er�e suivantse rapproche de celui-ci. S'il n'y avait aucune erreur num�erique ou approximation, cetit�er�e tomberait exactement sur la vari�et�e stable Es de x�(�0). (c) �Eventuellement, laperturbation pousse un des it�er�es sur la vari�et�e stable du point �xe non-perturb�e. Ici,nous avons suppos�e qu'il s'agissait du deuxi�eme it�er�e. Les symboles a�ect�es d'un primecorrespondent au syst�eme perturb�e.



CHAPITRE 2. CONTRÔLE EN 2D 27n'est pas exact, donc xn+` n'est pas de fa�con pr�ecise sur x�(�0). Si nous arrêtonsl'algorithme de contrôle, l'it�er�e va �eventuellement sortir du voisinage et prendre sa di-rection naturelle vers la vari�et�e instable. Nous devrons alors attendre �a nouveau qu'ilrepasse dans le voisinage de x�(�0) pour r�eactiver le contrôle. Cette attente peut s'av�erertr�es longue d'autant plus que le voisinage est petit. Bien sûr, nous pourrions utiliser uneautre m�ethode appel�ee ciblage pour diminuer le temps de transition entre deux pr�esencesdans le voisinage de x�(�0). Nous avons quelque peu discut�e de cette m�ethode au dernierchapitre. Pour un traitement aux dimensions sup�erieures �a 1, voir [Kostelich et al., 93;Barreto et al., 95].En termes plus imag�es, le syst�eme point �xe-vari�et�es peut être repr�esent�e par uneselle et l'it�er�e par une bille. Si nous pla�cons la bille au sommet de la selle, elle n'y resterapas longtemps, elle va avoir tendance �a rouler du côt�e droit ou gauche (vari�et�e instable).Mais si nous bougeons l�eg�erement la selle de telle sorte que la bille se retrouve dansl'axe central comportant les �el�evations arri�ere et devant (vari�et�e stable), elle va retrouvermomentan�ement sa stabilit�e. Elle va alors avoir tendance �a rouler d'un côt�e ou de l'autre,nous devrons alors bouger la selle di��eremment et ainsi de suite. Le contrôle peut êtreaussi repr�esent�e par une personne tenant dans la paume de sa main un crayon �a la verticale,c'est une situation tr�es instable. Si le crayon tangue d'un côt�e, nous ajustons la positionde la main a�n de pr�eserver cet �equilibre labile. Donc, cette m�ethode de contrôle sembleêtre tout �a fait naturelle pour nous dans la vie de tous les jours.Ce qui est int�eressant avec cette sorte de contrôle, c'est que l'objet dont nous modi�onsla position (la selle, la main, le syst�eme point �xe-vari�et�es) n'a pas lui-même �a êtremodi��e. C'est-�a-dire que si nous voulons contrôler un syst�eme physique, nous n'avonspas �a modi�er la nature (la forme, la g�eom�etrie) de la dynamique du syst�eme pour avoirun contrôle convenable, nous n'avons qu'�a le d�eplacer tr�es l�eg�erement. Ce tr�es l�egerd�eplacement est n�ecessaire a�n de ne pas modi�er de fa�con signi�cative le syst�eme �al'�etude. Ce d�eplacement in�me se traduit en pratique par une contrainte sur la variationde la perturbation ��. Donc, deux conditions doivent être respect�ees pour qu'il y aitcontrôle.1� L'it�er�e xn doit être dans le voisinage de x�(�0).2� La perturbation �� doit être dans l'intervalle j��j < ��max et ��max � �0.



CHAPITRE 2. CONTRÔLE EN 2D 282.4 L'application de H�enon2.4.1 Pr�esentation du syst�emeL'application de H�enon [H�enon, 76] a initialement �et�e �etudi�ee a�n de mod�eliser l'ap-plication de Poincar�e r�esultant de l'attracteur de Lorenz [Lorenz, 63; Hilborn, 94]. Cesyst�eme est d�ecrit par deux �equations coupl�ees:xn+1 = �� x2n +Bynyn+1 = xn: (2.8)Une seule de ces deux �equations poss�ede une non-lin�earit�e. Le param�etre � sera notreparam�etre de contrôle. Les valeurs de � et B les plus souvent utilis�ees dans la litt�eraturepour obtenir un comportement chaotique sont �0 = 1; 4 et B = 0; 3. Trouvons analy-tiquement toutes les valeurs n�ecessaires pour stabiliser une orbite instable. Mais d'abordpr�esentons l'attracteur chaotique r�esultant de l'it�eration de l'application de H�enon (voir�gure 2.6).Cet attracteur a �et�e obtenu avec la condition initiale (x0; y0) = (0; 3; 0; 4). Les 2000premiers it�er�es n'ont pas �et�e retenus a�n de se d�ebarrasser du mouvement transitoire. No-tons la structure presqu'unidimensionnelle de l'attracteur. Ceci d�enote la propri�et�e d'unsyst�eme hautement dissipatif. En fait, l'attracteur poss�ede une dimension de capacit�e3 dcde 1; 26 [Rasband, 90].2.4.2 Recherche des points �xesAvant toute chose, nous devons identi�er l'orbite que nous d�esirons stabiliser. Pour �nde simplicit�e et de clart�e, choisissons une orbite de p�eriode 1 (un point �xe). La recherched'un point �xe exige que nous imposions F (x�; �0) = x�, donc que�0 � x2� +By� = x� (2.9)x� = y�: (2.10)Substituons la valeur de y� dans (2.9). Il ne reste qu'�a isoler x�. Ceci donne3dimension de capacit�e: dimension fractale couramment appel�ee box-counting [Falconer, 90]
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Figure 2.6: Attracteur de H�enon obtenu avec x0 = 0; 3 et y0 = 0; 4 comme conditionsinitiales. Les param�etres �0 et B sont respectivement 1,4 et 0,3. L'attracteur est constitu�ede 104 points.
x� = y� = 12 �(B � 1)�q(B � 1)2 + 4�0� : (2.11)2.4.3 Recherche des valeurs propres de ALa matrice de Jacobi est la suivante:A = @F@x ����� x=x��=�0 = ��2x� B1 0 � : (2.12)Nous devons rechercher les valeurs propres de A a�n d'obtenir les di��erentes vari�et�es. Ce



CHAPITRE 2. CONTRÔLE EN 2D 30r�esulat s'obtient directement. �� = �x� �qx2� +B (2.13)Donc, �a partir de la valeur de B et du point �xe x�, nous obtenons deux valeurs propresdevant respecter la relation j<f�sgj < 1 < j<f�ugj.2.4.4 Recherche des vecteurs es et euA�n de trouver les directions stable et instable de x�, nous n'avons qu'�a calculer lesvecteurs propres stable et instable qui correspondent respectivement �a �s et �u. Nousne nous int�eressons qu'�a la direction. Nous pouvons donc normaliser ces vecteurs. Nousobtenons alors les directions stable et instable dans le voisinage de x�.es = 1q�2s + 1(�si + j) (2.14)eu = 1q�2u + 1(�ui+ j) (2.15)2.4.5 Recherche des vecteurs contravariants fs et fu�A partir des relations impos�ees plus tôt, celles portant sur l'orthogonalit�e et la nor-malisation des di��erents vecteursf s � eu = fu � es = 0f s � es = fu � eu = 1;nous obtenons directement la forme des vecteurs contravariants.f s = q�2s + 1(�s � �u)(i� �uj) (2.16)fu = q�2u + 1(�u � �s)(i� �sj) (2.17)



CHAPITRE 2. CONTRÔLE EN 2D 31Tous ces r�esultats sont en parfait accord avec ceux obtenus dans [Ott, Grebogi et Yorke,90a], sauf pour fu, o�u nous avons d�ecel�e une erreur de signe.2.4.6 Une m�ethode num�erique pour les vari�et�esLa m�ethode que nous avons utilis�ee a�n de calculer les di��erentes vari�et�es est analy-tique. C'est-�a-dire que nous d�eterminons analytiquement les vecteurs propres stable etinstable de la matrice de Jacobi de l'application discr�ete �a l'�etude. C'est en fait de cettemani�ere que le premier contrôle num�erique �a l'aide de l'algorithme d'OGY a �et�e e�ectu�e[Ott, Grebogi et Yorke, 90a, b].Or, il existe une strat�egie num�erique utilis�ee dans la plupart des publications relativesau contrôle du chaos, qui consiste plutôt �a utiliser le comportement des it�er�es voisins dupoint analys�e. Les r�ef�erences �a consulter pour mieux comprendre cette technique sont:[Lai et al., 93; Lai, Ding et Grebogi, 93].Expliquons �a l'aide de sch�emas en quoi consiste l'essentiel de ce proc�ed�e (voir la �gure�a la page suivante). Premi�erement, supposons que nous voulons obtenir les directions eset eu d'un point x. Pour trouver es, il faut d'abord it�erer x, et ce, N fois (N assez grand,en g�en�eral 20 it�erations sont amplement su�santes) et conserver la valeur des it�er�es. Sinous pla�cons un cercle unitaire centr�e en x, �a FN(x) ce cercle va être d�eform�e en formed'ellipse d'axe majeur co��ncidant avec eu.Mais nous recherchons la structure g�eom�etrique autour de x, non pas autour de FN(x).Donc, il s'agit plutôt de placer le cercle unitaire en FN(x) et d'it�erer de fa�con inverse(i.e. FN(x), FN�1(x), : : : , x). �Etant donn�e que nous it�erons dans le sens contraire,l'axe majeur de l'ellipse va plutôt se diriger naturellement vers la direction stable de x,c'est-�a-dire es.De fa�con similaire, nous pouvons calculer eu. Dans ce cas, nous calculons les it�er�espr�ec�edents �a x, c'est-�a-dire F�1(x), F�2(x), : : : , F�N(x). Puis, nous pla�cons un cercleunitaire en F�N(x). En it�erant F�N(x) vers x, le cercle va se d�eformer en une ellipsed'axe majeur situ�e dans la direction de eu en x.L'avantage de cette technique est qu'elle est tr�es versatile et s'adapte bien �a toutesituation. Par contre, le temps de calcul est augment�e de fa�con signi�cative et la pr�ecisionest moindre que celle de la m�ethode analytique.
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( )cFigure 2.7: (a) La d�eformation d'un cercle unitaire centr�e en x sous it�erations successivesde F. L'axe principal se positionne de fa�con naturelle dans la direction de la vari�et�einstable. (b) La d�eformation d'un cercle unitaire centr�e en FN sous it�erations successivesde F�1. L'axe principal se positionne de fa�con naturelle dans la direction de la vari�et�estable. (c) La d�eformation d'un cercle unitaire centr�e en F�N sous it�erations successivesde F . L'axe principal se positionne de fa�con naturelle dans la direction de la vari�et�einstable.



CHAPITRE 2. CONTRÔLE EN 2D 332.4.7 R�esultats num�eriquesEn ce qui nous concerne, la d�emarche que nous avons utilis�ee peut s'av�erer impossi-ble �a faire analytiquement. Pour des p�eriodes plus �elev�ees ou pour d'autres applicationsdiscr�etes, la recherche de points �xes de fa�con analytique devient rapidement irr�ealisable.C'est la raison pour laquelle nous faisons appel �a la m�ethode de Newton-Raphson [Presset al., 92]. De plus, les �etapes de calcul pour trouver les di��erentes vari�et�es sont e�ectu�eespar un algorithme que nous avons d�evelopp�e. A�n de contrôler une application discr�ete,l'utilisateur n'a qu'�a fournir l'application d�esir�ee et la matrice de Jacobi correspondante.Le calcul de points �xes, vari�et�es et forme de la perturbation se fait alors automatique-ment. Voici donc quelques r�esultats obtenus avec l'aide du programme que nous avonsd�evelopp�e.2.4.8 Contrôle sans bruit non-d�eterministeDans ce qui suit, nous stabilisons successivement des orbites de p�eriodes 1, 2 et 1.�A tous les 3000 it�er�es, l'algorithme de contrôle est activ�e pour stabiliser une p�eriodedi��erente. L'utilisateur a donc le loisir de choisir �a tout instant l'orbite p�eriodique instablequ'il veut maintenir. Dans l'exemple de la �gure 2.8, il n'y a aucun bruit non-d�eterministe.C'est-�a-dire qu'il n'y a aucun bruit de fond provenant d'une source externe aux �equationsde l'application. Le param�etre �0 est �x�e �a 1,4, tandis que B est �x�e �a 0,3. Les conditionsinitiales sont x0 = 0; 6 et y0 = 0; 5. La perturbation maximale permise est de 5� 10�2 etle rayon du voisinage du ou des points �xes est de 1� 10�2.2.4.9 Contrôle avec bruit non-d�eterministeL'ajout d'un aspect compl�etement al�eatoire au probl�eme est n�ecessaire, car tout sys-t�eme physique r�eel est empreint, ne serait-ce que de fa�con minime, d'un bruit de fond.Dans notre cas, nous devrons ajouter arti�ciellement ce bruit �a notre syst�eme chaotiquede fa�con num�erique. De la même mani�ere qu'�a la section 1.8, nous ajouterons un termeal�eatoire � de distribution gaussienne, de moyenne 0 et d'�ecart type unitaire. Ici, � = A�.De fa�con d�evelopp�ee, l'application que nous devons maintenant it�erer est:xn+1 = �� x2n +Byn +A�xyn+1 = xn +A�y: (2.18)
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Figure 2.8: Le contrôle de l'application de H�enon sans bruit non-d�eterministe pour desp�eriodes 1, 2 et 1 �a tous les 3000 it�er�es. Conditions: � = 10�2, ��max = 5�10�2, x0 = 0; 6,y0 = 0; 5, (�0;B) = (1; 4; 0; 3).L'importance de l'amplitude A n'est pas �a n�egliger, car si elle est trop grande parrapport �a la perturbation maximale permise, l'it�er�e suivant va presqu'imm�ediatementsortir du voisinage du point �xe et le contrôle devra alors être interrompu. La �gure 2.9repr�esente le contrôle d'une orbite de p�eriode 2 de l'application de H�enon comportantun terme al�eatoire. Notons les pertes et les reprises de contrôle. En diminuant progres-sivement A, nous aurions des p�eriodes de contrôle de plus en plus longues. C'est doncdire qu'en plus de contrôler un syst�eme empreint de bruit d�eterministe, nous pouvonscontrôler �a nouveau un tel syst�eme dans lequel du bruit non-d�eterministe a �et�e ajout�e.Notons que la stabilisation ne se fait plus directement (�a la pr�ecision optimale) sur lepoint �xe mais dans son voisinage, car le bruit de fond d�eplace constamment les it�er�essuccessifs même lorsque l'algorithme de contrôle est en place.
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Figure 2.9: Le contrôle de l'application de H�enon avec du bruit non-d�eterministe (A =3 � 10�3) pour une p�eriode 2. � = 10�2, ��max = 5 � 10�2, x0 = 0; 3, y0 = 0; 4,(�0;B) = (1; 4; 0; 3). Notons les pertes et reprises successives de contrôle.2.5 L'application de Ikeda-Hammel-Jones-Moloney2.5.1 Pr�esentation du syst�emeCette application a r�ecemment �et�e synchronis�ee [Lai et Grebogi, 93a], mais �a notreconnaissance, aucune de ses orbites n'a �et�e proprement stabilis�ee avec la m�ethode d'OGYstandard. Par contre l'exercice a �et�e sugg�er�e dans [Lai, 94]. Notons aussi qu'une nouvellevariation de la m�ethode d'OGY a �et�e utilis�ee a�n de stabiliser cette application [So etOtt, 95]. Dans cette partie, nous nous proposons donc de stabiliser di��erentes orbites decette application,



CHAPITRE 2. CONTRÔLE EN 2D 36zn+1 = a+ bzn exp ik � i�1 + jznj2! : (2.19)Cette �equation mod�elise une cavit�e optique en forme d'anneau. Le comportementchaotique provient d'un milieu non-lin�eaire introduit dans la cavit�e. Pour un survol bienexpliqu�e de la signi�cation des di��erents param�etres et de la situation physique, nousr�ef�erons le lecteur �a [Lai et Grebogi, 93a]. Pour une �etude approfondie du syst�eme, voir[Hammel, Jones et Moloney, 85]. �A premi�ere vue, cette application semble unidimen-sionnelle. Il n'en est rien. En e�et, il ne s'agit que d'une repr�esentation complexe d'unsyst�eme comportant un ensemble de deux �equations coupl�ees. Nous n'avons qu'�a prendreles parties r�eelle et imaginaire de (2.19), et nous retrouvons une forme qui nous est plusfamili�ere: <fzn+1g = xn+1 = a+ bxn cos � � byn sin �=fzn+1g = yn+1 = byn cos � + bxn sin � (2.20)avec � = k � �1 + x2n + y2n : (2.21)Pr�esentons maintenant l'attracteur chaotique (voir �gure 2.10) correspondant �a cetteapplication pour les param�etres suivants que nous garderons �xes pour nos simulations,sauf �0, qui bien sûr va être perturb�e un peu plus loin.PARAM�ETRE VALEURa 1b 0,9k 0,4�0 62.5.2 Contrôle sans bruit non-d�eterministeA�n de stabiliser une orbite instable qui est d�ej�a pr�esente dans l'attracteur, nousutilisons le même algorithme que pour l'application de H�enon, c'est-�a-dire la m�ethoded'OGY. Parfois, il peut s'av�erer assez di�cile de trouver une cible. Nous avons r�eussi �aen trouver une de p�eriode 4 et une de p�eriode 1. La �gure 2.11 est un exemple de contrôlede cette application mod�elisant ce syst�eme optique.



CHAPITRE 2. CONTRÔLE EN 2D 37

Figure 2.10: L'attracteur de Ikeda-Hammel-Jones-Moloney pour les param�etres: �0 = 6,a = 1, b = 0; 9 et k = 0; 4. Le mouvement transitoire a �et�e enlev�e en retranchant les 2000premiers it�er�es.2.5.3 Contrôle avec bruit non-d�eterministeLorsque vient le temps d'incorporer un bruit al�eatoire �a un syst�eme chaotique, nousdevons principalement nous demander jusqu'�a quelle amplitude A nous pouvons allersans pour autant perdre tout contrôle. La limite est parfois tr�es �etroite. Ici, nous nouscontentons d'illustrer ce fait avec deux exemples num�eriques comportant des amplitudestr�es voisines, mais produisant des r�esultats tr�es di��erents. Dans la �gure 2.12, pourA = 1; 790 � 10�3, aussitôt que l'it�er�e entre dans le voisinage d'un des membres dela s�equence p�eriodique, la stabilisation est permanente pour tout it�er�e subs�equent. Or,pour les mêmes param�etres et conditions initiales, mais avec une amplitude l�eg�erementsup�erieure, soit deA = 1; 793�10�3, le contrôle devient alors intermittent et les intervallesde non-stabilisation deviennent pr�edominants (voir la �gure 2.13). Nous avons obtenucette valeur seuil (entre A = 1; 790� 10�3 et A = 1; 793� 10�3) en e�ectuant plusieurs



CHAPITRE 2. CONTRÔLE EN 2D 38simulations avec di��erents A. Toutes les conditions menant �a la r�ealisation des deuxsimulations retenues sont donn�ees dans les commentaires des �gures.

Figure 2.11: Le contrôle de l'application de Ikeda-Hammel-Jones-Moloney pour des p�e-riodes de 4 et de 1, sans bruit de fond (A = 0). La stabilisation pour di��erentes p�eriodesest e�ectu�ee pour des intervalles de 3000 it�er�es. (x0; y0) = (0; 3; 0; 4), (�0; a; b; k) =(6; 1; 0; 9; 0; 4), � = 10�2, ��max = 5� 10�2.
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Figure 2.12: Le contrôle de l'application de Ikeda-Hammel-Jones-Moloney avec du bruitde fond (A = 1; 790� 10�3) pour une p�eriode de 4. (x0; y0) = (0;�0; 05), (�0; a; b; k) =(6; 1; 0; 9; 0; 4), ��max = 5� 10�2, � = 10�2. Pour cette amplitude A, le contrôle est tr�esstable.
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Figure 2.13: Le contrôle de l'application de Ikeda-Hammel-Jones-Moloney pour une p�e-riode de 4. L'amplitude du bruit de fond est A = 1; 793 � 10�3. (x0; y0) = (0;�0; 05),(�0; a; b; k) = (6; 1; 0; 9; 0; 4), ��max = 5 � 10�2, � = 10�2. Pour cette amplitude A, lecontrôle est entrecoup�e de bou��ees chaotiques.



Chapitre 3Contrôle de syst�emes continus en3D
Dans ce qui suit, nous aurons �a faire face �a une complication suppl�ementaire: l'ap-plication discr�ete n'est plus directement accessible, elle doit s'obtenir en effectuant unesection de Poincar�e. Nous y reviendrons. Pr�esentons d'abord le genre de syst�eme quenous aurons �a stabiliser. Il s'agit d'un syst�eme tridimensionnel d'�equations di��erentiellesnon-lin�eaires coupl�ees comportant des r�egimes chaotiques._x = f(x; �) (3.1)�Etant en 3D, nous pouvons repr�esenter ce syst�eme de la fa�con suivante:_x = fx(x; �)_y = fy(x; �) (3.2)_z = fz(x; �)De plus, nous exigeons que ce syst�eme soit hautement dissipatif a�n que la dynamiquedans l'espace des phases soit presqu'enti�erement con�n�ee sur une surface excessivementmince. A�n de d�eterminer si un tel syst�eme est dissipatif et quel est son niveau dedissipation, il s'agit tout simplement d'utiliser le th�eor�eme de divergence [Ott, 93].dV (t)dt = ZStr � fdnx (3.3)41



CHAPITRE 3. CONTRÔLE DE SYST�EMES CONTINUS EN 3D 42Ce th�eor�eme nous permet de savoir s'il y a contraction (syst�eme dissipatif), dilatation(divergence) ou pr�eservation des volumes V (t) dans l'espace des phases. Nous n'avons qu'�a�evaluer (3.3) pour un volume initial V (0) et un syst�eme d'�equations f . Si V (t) = V (0)nous sommes en pr�esence d'un syst�eme conservatif, alors que V (t) < V (0) est indicatifd'un syst�eme dissipatif.Donnons un exemple. Le syst�eme de Lorenz [Lorenz, 63] est probablement le plusconnu parmi les syst�emes dissipatifs. �A l'origine, ce syst�eme d'�equations di��erentielles a�et�e con�cu a�n de mod�eliser le comportement d'une couche de uide chau��ee �a sa base etrefroidie �a son extr�emit�e sup�erieure. Voici le syst�eme en question:_x = ��x + �y_y = �xz +Rx� y (3.4)_z = xy � bz:Les constantes �, R et b sont respectivement proportionnelles au nombre de Prandtl, aunombre de Rayleigh et �a la dimension de la r�egion �etudi�ee. Utilisons le th�eor�eme de ladivergence a�n d'�evaluer le comportement temporel d'un volume de l'espace des phases.dV (t)dt = ZSt(�� � 1� b)dnx = �(� + 1 + b)V) V (t) = V (0) exp[�(� + b + 1)t] (3.5)Et nous savons que pour les valeurs: � = 10, R = 28 et b = 8=3 (valeurs les pluscouramment utilis�ees) nous sommes dans un r�egime chaotique. Pour ces valeurs, nousavons V (t) = V (0)e� 41t3 ; (3.6)ce qui entrâ�ne une tr�es forte contraction des volumes dans l'espace des phases. Donc cesyst�eme est hautement dissipatif. L'essentiel de sa dynamique se retrouve donc con�n�e surune surface bidimensionnelle1 dans un espace de recouvrement tridimensionnel. En pra-tique, le calcul des exposants de Lyapunov se r�ev�ele essentiel, car dans la plupart des cas,le th�eor�eme de la divergence ne peut pas s'appliquer directement. En ce qui concerne nossimulations, nous n'utiliserons aucune de ces deux techniques. Nous proc�ederons plutôt1dc(attracteur de Lorenz) = 2; 073 [Lorenz, 84]



CHAPITRE 3. CONTRÔLE DE SYST�EMES CONTINUS EN 3D 43de fa�con \exp�erimentale". C'est-�a-dire que nous calculerons num�eriquement les sectionsde Poincar�e, pour ensuite v�eri�er si la dynamique est bel et bien unidimensionnelle.Pour commencer notre �etude, nous nous servirons d'une simpli�cation du syst�emede Lorenz, il s'agit du syst�eme de R�ossler [R�ossler, 76]. Il ne mod�elise qu'une seuleboucle de convection2. Ce syst�eme peut mod�eliser d'autres ph�enom�enes physiques telsque le ph�enom�ene de la goutte d'eau du robinet et possiblement quelques aspects ducomportement du coeur. Il se pr�esente comme suit:_x = �(y + z)_y = x + ay (3.7)_z = b + z(x� �)Notons que seule la troisi�eme composante comporte une non-lin�earit�e. Ce syst�eme estlui aussi hautement dissipatif. Nous savons qu'il y a pr�esence du chaos pour les valeurssuivantes des constantes: a = 0; 2, b = 0; 2 et � = 5; 7 (valeurs standards). En int�egrant lesyst�eme un certain temps, nous nous �eloignons du mouvement transitoire et le syst�eme estattir�e vers une structure g�eom�etrique dans l'espace des phases, un attracteur chaotique.La �gure 3.1 illustre un exemple d'un tel attracteur. Notons que pour l'ensemble del'int�egration num�erique de ce travail, nous utilisons un algorithme de Runge-Kutta d'ordre4.3.1 Strat�egie de contrôleDans cette section, nous expliquons et illustrons par un exemple num�erique le SimpleProportional Feedback (SPF), une simplication de la m�ethode d'OGY.A�n de stabiliser une des nombreuses orbites pr�esentes dans cet attracteur, nous se-rions a priori tent�es de d�evelopper une m�ethode toute autre que celle d�evelopp�ee pourles applications discr�etes. En e�et, �etant en pr�esence d'un mouvement continu de lacourbe int�egrale, une perturbation continue serait �a premi�ere vue la m�ethode qui nousviendrait �a l'esprit. Or, il en existe une autre nous permettant de simpli�er �enorm�ement leprobl�eme. Cette m�ethode permet de diminuer l'analyse de la dynamique d'une dimensionet de discr�etiser le mouvement. Il s'agit d'ajouter dans l'espace des phases une sectionde Poincar�e. Avec ce proc�ed�e, seuls les points r�esultant de l'intersection d'une trajectoirecontinue et de la section sont retenus. De plus, nous pouvons ajouter une condition2Tandis-que le syst�eme de Lorenz en mod�elise plusieurs.
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Figure 3.1: L'attracteur de R�ossler de param�etres a = 0; 2, b = 0; 2 et �0 = 5; 7. Le pasd'int�egration h est 0; 05. Ce graphe contient 104 points. Les 1000 premiers points ont �et�eretranch�es a�n d'�eliminer la majeure partie du mouvement transitoire.



CHAPITRE 3. CONTRÔLE DE SYST�EMES CONTINUS EN 3D 45suppl�ementaire qui n'enl�eve aucune information et qui simpli�e encore plus le probl�eme.Cette condition consiste �a ne garder que les points provenant d'une trajectoire coupantle plan dans un certain sens (voir �gure 3.2).
point que l’on

conserve

point que l’on ignore

Figure 3.2: Esquisse d'une orbite coup�ee par une section de Poincar�e. Seuls les pointsprovenant d'un certain sens sont conserv�es.Initialement, le syst�eme (3.7) voit sa dynamique restreinte �a un espace de recouvre-ment tridimensionnel. Puis en appliquant une section de Poincar�e �a travers l'attracteurchaotique, la dynamique se retrouve enti�erement con�n�ee �a un espace de recouvrementbidimensionnel et devient discr�ete. Le passage d'un point �a l'autre sur la section sefait bien sûr par une trajectoire continue, mais ce passage peut aussi être vu commevenant d'une application discr�ete. Cette application se nomme l'application de Poincar�e.Donc, en principe, nous avons un syst�eme pour lequel nous connaissons une m�ethode decontrôle, sauf que nous ne connaissons pas de fa�con analytique l'application de Poincar�e.Nous pourrions tr�es bien, de fa�con num�erique, trouver les vari�et�es stable et instable [Lai,94] et entamer un processus semblable �a celui du deuxi�eme chapitre. C'est ici qu'apparâ�tl'importance d'un syst�eme hautement dissipatif.En e�et, nous avons vu qu'un tel syst�eme contracte tellement les volumes dans l'espacedes phases, que l'attracteur r�esultant n'est plus qu'un objet 3D devenu tellement contract�equ'il est en pratique une surface 2D. Imaginons une surface, disons une feuille courb�ee,la �gure sur la surface de Poincar�e sera une courbe 1D. Donc, d'un probl�eme continu en3D, il nous est possible de consid�erer plutôt un syst�eme discret et unidimensionnel. Nouspouvons donc penser �a une m�ethode similaire vue au premier chapitre, sauf qu'ici il ne



CHAPITRE 3. CONTRÔLE DE SYST�EMES CONTINUS EN 3D 46faut pas oublier que l'application discr�ete n'est pas analytiquement disponible. Supposonsque nous d�ecidons d'ins�erer une section de Poincar�e d'�equation x = 2 et en ne prenantque les points pour _x > 0 [Petrov, Peng et Showalter, 92]. Les points sur le plan peuventalors être positionn�es uniquement par y et z. De plus, la dynamique �etant essentiellementunidimensionnelle, une seule variable su�t pour notre analyse; choisissons y. Plutôt quede travailler directement avec la section de Poincar�e qui comporte deux variables, nousallons travailler avec une application de premier retour. Cette derni�ere a pour abcissele (n � 1)i�eme it�er�e d'une variable membre de la section de Poincar�e et pour ordonn�ee leni�eme it�er�e de la même variable, ici cette variable est y. L'application de premier retourest donc une fonction de yn versus yn�1. Les points �xes s'obtiennent simplement parl'intersection de la courbe obtenue et de la bissectrice.

Figure 3.3: L'application de premier retour du syst�eme de R�ossler pour une coupe �ax = 2 et en imposant _x > 0. 2000 points sont trac�es. Ce nombre explique l'apparencediscontinue de la courbe par endroits. En e�et, pour un nombre tr�es grand de points,la discontinuit�e ne serait pas visible. La droite yn = yn�1 est trac�ee pour identi�er laposition du point �xe. Le caract�ere unidimensionnel de la courbe est sans �equivoque.Pour obtenir une orbite p�eriodique M , il faut tracer l'application du M i�eme retour et



CHAPITRE 3. CONTRÔLE DE SYST�EMES CONTINUS EN 3D 47tracer yn = yn�M . La �gure 3.4 est un exemple d'application de deuxi�eme retour qui nouspermet d'identi�er des points �xes de P 2 (o�u P est l'application de Poincar�e).

Figure 3.4: L'application de deuxi�eme retour du syst�eme de R�ossler pour une coupe �ax = 2 et en imposant _x > 0. 2000 points sont trac�es. La droite yn = yn�2 est trac�ee pouridenti�er la position des points �xes. Le caract�ere unidimensionnel de la courbe est encoreune fois sans �equivoque. La deuxi�eme intersection correspond �a la p�eriode 1, tandis queles deux autres forment une p�eriode 2.En int�egrant le syst�eme (3.7) jusqu'�a ce qu'une courbe int�egrale tombe dans le voisi-nage d'un point �xe d�esir�e (encore ici l'attracteur �etant dens�ement peupl�e d'orbitesp�eriodiques instables, le voisinage d'un point �xe a une probabilit�e unitaire d'être visit�e)nous pouvons alors lin�eariser le mouvement autour du point �xe:yn+M = y(M)� + (yn � y(M)� ) dyn+Mdyn �����y(M)� (3.8)o�u y(M)� repr�esente le point �xe de l'application du M i�eme retour (PM).



CHAPITRE 3. CONTRÔLE DE SYST�EMES CONTINUS EN 3D 48Expliquons maintenant comment obtenir la forme de la perturbation. Choisissons �comme �etant le param�etre de contrôle. E�ectuons une l�eg�ere perturbation, d'amplitudeinf�erieure �a 1% de �0 = 5; 7. Cette perturbation va entrâ�ner une translation de la courbeyn en fonction de yn�1 sans pour autant changer l'allure de la courbe de fa�con signi�cative.Nous pouvons mesurer cette translation de bien des fa�cons. Contentons-nous de mesurerle d�eplacement horizontal de y par rapport �a y(M)� . Ce d�eplacement va bien entendu êtreproportionnel �a l'amplitude de la perturbation. Or, il peut être d�emontr�e (c'est ce quenous ferons dans la prochaine section) que le rapport du d�eplacement �yn�1 et d'unetr�es l�eg�ere variation du param�etre �� est en premi�ere approximation constant. C'est cedernier �enonc�e qui nous permet de trouver l'amplitude et la direction de la perturbationn�ecessaire �a la stabilisation d'une orbite. En e�et, ce rapport que nous appellerons gest donn�e par g = �y=��. Donc, lorsqu'un it�er�e tombe dans le voisinage de y(M)� , lecontrôle s'e�ectue comme suit. Connaissant pr�ealablement g (�etape qui se fait avanttoute tentative de contrôle), nous obtenons imm�ediatement la nouvelle valeur requise duparam�etre �n = (yn � y(M)� )g + �0; (3.9)qui se calcule elle aussi �a tous les it�er�es. Cette perturbation peut se comprendre defa�con plus intuitive. Comme nous l'avons vu, la nouvelle valeur du param�etre entrâ�ne unl�eger d�eplacement de l'attracteur chaotique, donc n�ecessairement aussi un d�eplacement del'application de premier retour (ou de n'importe quel retour que nous d�esirons obtenir).Soit un it�er�e dans le voisinage de y(M)� , ce dernier point �xe obtenu sans aucune perturba-tion. L'it�er�e suivant est obtenu avec le nouveau param�etre, donc graphiquement, il s'agitde relier yn �a la nouvelle courbe (le point d'intersection sera nomm�e y0), et nous nousrendons compte que l'it�er�e subs�equent va tomber plus proche de la cible que s'il n'y avaitpas eu de perturbation (voir �gure �a la page suivante).3.2 Esquisse de d�emonstration: g ' cteCette m�ethode repose en grande partie sur un fait qu'il serait temps d'�eclaircir. Il s'agitdu facteur de proportionnalit�e g que nous avons suppos�e constant. Pour ce faire, repensonsle probl�eme �a partir du d�ebut, d'une mani�ere semblable au raisonnement e�ectu�e aupremier chapitre. En r�ealit�e, lorsque l'it�er�e xn(�0) tombe dans le voisinage de x�(�0),nous d�esirons que l'it�er�e suivant demeure dans ce voisinage, et même plus, nous voulonsque ce prochain it�er�e tombe directement sur x�(�0). Pour y arriver, nous devons imprimer�a � une l�eg�ere perturbation. Voici ce que nous voulons dire en termes plus math�ematiques.
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Figure 3.5: Sch�ema intuitif montrant le principe de contrôle du syst�eme de R�ossler. Ils'agit d'un agrandissement de l'application de premier retour pour le cas non-perturb�e(1) et perturb�e (2). Il est montr�e qu'une perturbation appropri�ee force l'it�er�e yn+1 �a serapprocher du point �xe non-perturb�e y�(�0). Le terme �yn�1 repr�esente la distance ho-rizontale entre y�(�0) et l'application perturb�ee de premier retour. La droite yn = yn�1 necoupe pas le graphe de fa�con �egale, car l'agrandissement n'a pas �et�e fait sym�etriquement.



CHAPITRE 3. CONTRÔLE DE SYST�EMES CONTINUS EN 3D 50Nous voulons que xn+1(�0 + ��) = x�(�0). Or, xn+1(�0 + ��) � P (xn; �0 + ��), o�uP est l'application de Poincar�e. Il s'agit alors de d�evelopper au premier ordre autour dex�(�0) et de �0. Ce d�eveloppement revient exactement �a la même chose que (1.2), saufqu'ici nous explicitons la valeur du param�etre pour x.P (xn; �0 +��) = P (x�(�0); �0) + (xn � x�(�0)) @P (xn; �)@x �����x�(�0);�0+(�� �0) @P (xn; �)@� �����x�(�0);�0 (3.10)= x�(�0)Sachant que P (x�(�0)) = x�(�0), par la d�e�nition même d'un point �xe, nous retrou-vons alors le même r�esultat que (1.5) que nous �ecrivons de fa�con quelque peu di��erente.xn � x�(�0)�� = � @P (xn; �)@� �����x�(�0);�0 , @P (xn; �)@x �����x�(�0);�0 (3.11)Toutes ces valeurs sont constantes pour un même point �xe. Nous appelons donc cetteexpression g. �Evidemment, ce r�esutat n'est valide que pour le voisinage imm�ediat de x�.3.3 Stabilisation du syst�eme de R�osslerAussitôt que l'int�egration de (3.7) m�ene �a un point yn du voisinage de y�(�0), l'algo-rithme de contrôle est activ�e. Le param�etre �0 est alors modi��e tr�es l�eg�erement de fa�coninstantan�ee. Cette valeur est maintenue jusqu'�a ce que la courbe int�egrale recoupe lasection de Poincar�e. �A ce moment, si toutes les �etapes pr�ec�edentes ont �et�e bien respec-t�ees, yn+1 devrait se retrouver encore plus pr�es du point �xe. Ceci ne tient que pour lecas o�u un bruit de fond est absent; dans le cas contraire, la convergence n'est pas assur�ee.Le processus est r�ep�et�e jusqu'�a ce que l'it�er�e se retrouve �a la pr�ecision du point �xe. Lesperturbations subs�equentes sont alors identiques, car la pr�ecision optimale est atteinte.Nous avons r�eussi un tel contrôle pour le syst�eme de R�ossler avec les mêmes param�etres(�0 = 5; 7, a = b = 0; 2) et conditions (x = 2, _x > 0) mentionn�es dans [Petrov, Penget Showalter, 92]. Nous avons impos�e une pr�ecision de 10�3 au calcul du point �xe. Lamême pr�ecision a �et�e utilis�ee pour la position de la courbe perturb�ee. La �gure 3.6 estun exemple de contrôle que nous avons r�eussi.
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Figure 3.6: Contrôle d'une orbite de p�eriode 1 du syst�eme de R�ossler. Graphe de ynen fonction de n. Voici quelques d�etails techniques: � = 10�2, ��max = 5; 3 � 10�3,�� = 10�3, y� = (�8; 547� 0; 001), y0 = (�8; 548� 0; 001), g ' �1; 32.La fa�con la plus ad�equate de repr�esenter la stabilisation de ce point �xe est de fairele même genre de graphe que celui de la �gure 3.6. Par contre, �etant dans un r�egimecontinu, c'est en fait une orbite continue qui est stabilis�ee via un point �xe sur la surfacede Poincar�e. Il est donc int�eressant de visualiser quelle est l'allure de l'orbite obtenue. La�gure 3.7 illustre cette orbite.3.4 L'oscillateur de Chua3.4.1 Pr�esentation du syst�emeLorsque nous avons en notre possession tous les outils num�eriques n�ecessaires au
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Figure 3.7: Stabilisation d'une orbite de p�eriode 1 du syst�eme de R�ossler. A�n de mieuxappr�ecier la provenance de cette orbite p�eriodique, nous sugg�erons au lecteur de comparerce graphe �a la �gure 3.1.contrôle d'un syst�eme tridimensionnel hautement dissipatif, il est ais�e de stabiliser toutsyst�eme de même type. Dans cette section, nous nous proposons donc de stabiliser unsyst�eme qui fait pr�esentement l'objet d'un nombre sans cesse croissant de publications.Il s'agit de l'oscillateur de Chua qui est un circuit �electronique non-lin�eaire qui poss�edeun vaste amalgame de comportements chaotiques [Madan, 92]. L'�etude d�etaill�ee de cecircuit est faite dans [Chua et al., 93]. L'auteur nous fait d�ecouvrir la famille compos�eede di��erents circuits membres de la classe de l'oscillateur de Chua. Mais plus importantencore, plusieurs tableaux, portant sur la valeur de di��erents param�etres, sont pr�esent�esdans l'article. Et pour ces di��erentes valeurs, les attracteurs chaotiques correspondantssont aussi pr�esent�es. Donc, notre id�ee consiste �a observer la section de Poincar�e desdi��erents attracteurs pour ensuite d�eterminer les syst�emes pour lesquels la dynamiquesur cette section se ram�ene �a un syst�eme dynamique unidimensionnel. Une fois cette�etape franchie, nous n'avons qu'�a appliquer l'algorithme de contrôle SPF. L'oscillateur deChua a �et�e contrôl�e avec succ�es dans quelques publications, mais �a notre connaissance,



CHAPITRE 3. CONTRÔLE DE SYST�EMES CONTINUS EN 3D 53jusqu'�a maintenant, il n'a pas �et�e stabilis�e num�eriquement avec cette simpli�cation de lam�ethode d'OGY. Voici quelques r�ef�erences relatives �a ces di��erentes approches: [Chen,93; Chen et Dong, 93a, b; Genesio et Tesi, 93; Hartley et Mossayebi, 93; Johnson et Hunt,93; Johnson, Tigner et Hunt, 93; Murali et Lakshmanan, 93]Pr�esentons ce syst�eme tridimensionnel sous forme normalis�ee. En ce qui nous concerne,nous nous int�eressons �a la stabilisation de ce syst�eme et non pas �a l'�etude d�etaill�ee de sadynamique. _x = k�(y � x� �(x))_y = k(x� y + z) (3.12)_z = k(��y � z)avec �(x) = bx + 12(a� b)(jx + 1j � jx� 1j) (3.13)Il est �a noter que la non-lin�earit�e est enti�erement contenue dans les valeurs absoluesde la fonction �(x). Le param�etre � s'est av�er�e le plus ad�equat pour le contrôle, donc� � �.3.4.2 Le syst�eme de ChuaApr�es plusieurs tentatives, nous avons trouv�e deux syst�emes pour lesquels la dy-namique se retrouve presqu'enti�erement con�n�ee sur une courbe unidimensionnelle (sur lasurface de Poincar�e). Dans un premier temps, nous avons stabilis�e le syst�eme correspon-dant aux valeurs des param�etres de l'attracteur trac�e au clich�e 17 de la r�ef�erence [Chuaet al., 93]. Nous l'avons appel�e: syst�eme de Chua. Les valeurs des di��erents param�etrespour lesquels le syst�eme est hautement dissipatif sont pr�esent�ees dans le tableau suivant:PARAM�ETRE VALEUR� �1; 3635256878� �0; 0874054928 �0; 3114345114a 1; 292150b �0; 7224511209k 1



CHAPITRE 3. CONTRÔLE DE SYST�EMES CONTINUS EN 3D 54L'attracteur correspondant aux valeurs de ces derniers param�etres est pr�esent�e �a la pagesuivante.Maintenant que nous avons choisi un attracteur dont la dynamique est enti�erementattir�ee vers une surface bidimensionnelle dans l'espace de recouvrement 3D, effectuonsune coupe dans l'espace des phases. En visualisant l'attracteur de la �gure 3.8, nousavons choisi d'e�ectuer une coupe �a x = 7. La principale raison d'un tel choix est que ladynamique �a cet endroit ne semble pas trop foli�ee. Pour simpli�er encore plus le probl�eme,nous ne retenons que les points qui satisfassent �a _x > 0. Les applications de premier etde deuxi�eme retour de l'attracteur de Chua qui en r�esultent ressemblent �etrangement �acelles de l'application logistique (voir �gures 3.9 et 3.11).Nous sommes donc en droit de nous attendre �a un contrôle tr�es e�cace de la p�eriode 1de l'application de Poincar�e ou en d'autres termes de l'orbite de p�eriode 2 du syst�eme 3D(raisonnement similaire pour la p�eriode 2 de l'application de Poincar�e). Il est �a noter quey a �et�e choisie comme variable t�emoin pour le processus de contrôle. Nous aurions toutaussi bien pu choisir z. En e�et, le contrôle a �et�e obtenu pour ces deux p�eriodes (voir les�gures 3.10 et 3.12).Les pages suivantes consistent en une suite logique du raisonnement suivi pour sta-biliser le syst�eme de Chua. D'abord, l'attracteur chaotique est pr�esent�e. Puis, nous nousservons de l'application de premier retour pour identi�er une orbite de p�eriode 1. En�n,nous pr�esentons l'orbite p�eriodique stabilis�ee dans l'espace des phases. Les deux derni�eres�etapes sont reproduites pour une orbite de p�eriode 2. C'est-�a-dire que l'application dedeuxi�eme retour est trac�ee, de même que l'orbite de p�eriode 2. Toutes ces �etapes sontsuivies avec l'aide de graphiques repr�esentant les r�esultats obtenus. De plus, les �el�ementsessentiels n�ecessaires pour reproduire ces derniers sont pr�esent�es dans les commentairesdes �gures.Pour ce syst�eme, nous avons eu de la facilit�e �a identi�er des points �xes et �a les sta-biliser. Ceci est certainement dû au fait que les applications de M i�eme retour sont descourbes continues et d�erivables en tout point. Et par-dessus tout elles sont unidimension-nelles, ce qui nous permet d'utiliser le SPF.Il serait important de mentionner que pour identi�er un point �xe correspondant �a P 2,il faut d'abord d�eterminer les points �xes de P 1. Car, si nous n'e�ectuons pas cette �etape,nous ne pourrons pas discerner la v�eritable p�eriode de l'orbite �a stabiliser. En fait, cetteremarque est �equivalente �a celle faite �a la section 1.7. Bien sûr, le même raisonnementreste valide pour des p�eriodes sup�erieures.
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Figure 3.8: L'attracteur de Chua. Le mouvement transitoire a �et�e enlev�e en retranchantles 1000 premiers it�er�es. Le pas d'int�egration est de 0; 05. 104 points sont trac�es. Lesconditions initiales sont choisies dans le voisinage de l'origine, dans le cas pr�esent (x0; y0;z0) = (0,1; 0,1; 0,1). De plus, la section de Poincar�e �a x = 7 est plac�ee de telle sorte que_x > 0 soit respect�e.
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Figure 3.9: L'application de premier retour du syst�eme de Chua. La section a �et�ee�ectu�ee �a x = 7 pour _x > 0. 1000 points ont �et�e trac�es. La variable y a �et�e choisiecomme variable t�emoin de l'�evolution.
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Figure 3.10: Stabilisation d'une orbite de p�eriode 1 du syst�eme de Chua. Voici quelquesd�etails techniques: � = 10�2, ��max = 3; 9� 10�5, �� = 10�4, y� = (8; 2427� 0; 0001),y0 = (8; 2416� 0; 0001), g ' �10; 96.
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Figure 3.11: L'application de deuxi�eme retour du syst�eme de Chua. La section a �et�ee�ectu�ee �a x = 7 pour _x > 0. 2000 points ont �et�e trac�es. La variable y a �et�e choisiecomme variable t�emoin de l'�evolution.
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Figure 3.12: Stabilisation d'une orbite de p�eriode 2 du syst�eme de Chua. Voici quelquesd�etails techniques: � = 10�2, ��max = 5; 5� 10�4, �� = 10�4, y(1) = (8; 3708� 0; 0001),y(2) = (7; 9897� 0; 0001), y0 = (7; 9906� 0; 0001), g ' 9; 25.



CHAPITRE 3. CONTRÔLE DE SYST�EMES CONTINUS EN 3D 603.4.3 Le syst�eme de NishioPuis, l'attracteur de Nishio [Chua et al., 93; Nishio, Inaba et Mori, 90], qui n'est enfait qu'un autre cas particulier de l'oscillateur de Chua, s'est av�er�e un bon candidat pourle SPF. Voici les param�etres le d�ecrivant:PARAM�ETRE VALEUR� �0; 03258462� 1; 207525 �1; 098891a �6; 058885b �112; 264k 1�A premi�ere vue cet attracteur (voir �gure 3.13) semble poss�eder tous les attributs del'attracteur de R�ossler, ce qui sugg�ere la possibilit�e d'un contrôle. Pour cet attracteur,le choix des conditions initiales doit être fait de fa�con plus m�ethodique, car le bassind'attraction est plus restreint.Puis, nous e�ectuons les mêmes �etapes que pr�ec�edemment. La section de Poincar�eest situ�ee �a z = �1; 5 et _x > 0. La variable t�emoin est z. L'application de premierretour ne peut être approxim�ee par une courbe continue (voir �gure 3.14). N�eanmoinsla stabilisation d'une orbite de p�eriode 1 ne cause aucun probl�eme (voir �gure 3.15).Par contre, vu ces discontinuit�es, la dynamique contenue sur l'application de deuxi�emeretour n'est plus du tout con�n�ee dans une courbe unidimensionnelle (voir �gure 3.16). Lastabilisation d'une orbite de p�eriode sup�erieure �a 1 s'en trouve donc fortement compromise.En fait, certainement pour cette raison, nous n'avons pu stabiliser cette derni�ere.La pr�esentation des prochaines pages est la même que celle utilis�ee pour le syst�eme deChua. Nous pr�esentons l'attracteur de Nishio, l'application de premier retour et l'orbitede p�eriode 1 stabilis�ee. Puis, nous verrons, avec l'application de deuxi�eme retour, la raisonpour laquelle il est si di�cile d'identi�er une cible ad�equate pour le contrôle de p�eriodessup�erieures �a 1. Ces r�esultats sont pr�esent�es sous forme de graphiques.Donc, le lecteur, qui voudrait utiliser le SPF a�n de stabiliser des orbites sup�erieures�a 1, devrait s'assurer de la continuit�e de la pente de la courbe de l'application de M i�emeretour.
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Figure 3.13: L'attracteur de Nishio pour les param�etres: � = �0; 03258462, � =1; 207525,  = �1; 098891, a = �6; 058885, b = �112; 264 et k = 1. Le mouvementtransitoire a �et�e enlev�e en retranchant les 1000 premiers it�er�es. Le pas d'int�egration estde 0; 05. Il y a 104 points qui sont trac�es. Les conditions initiales sont (x0; y0; z0) =(0,63069; 3,21152; 4,15898). La section de Poincar�e est situ�ee �a y = �1; 5 pour _y > 0.
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Figure 3.14: L'application de premier retour du syst�eme de Nishio. La section a �et�ee�ectu�ee �a y = �1; 5 pour _y > 0. 5000 points ont �et�e trac�es. La variable z a �et�e choisiecomme variable t�emoin de l'�evolution.
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Figure 3.15: Stabilisation d'une orbite de p�eriode 1 du syst�eme de Nishio. Voici quelquesd�etails techniques: � = 5�10�2, ��max = 7; 4�10�5, �� = 10�4, z� = (0; 9022�0; 0001),z0 = (0; 902� 0; 001), g ' 136; 21.
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Figure 3.16: L'application de deuxi�eme retour du syst�eme de Nishio. La section a �et�ee�ectu�ee �a y = �1; 5 pour _y > 0. 5000 points ont �et�e trac�es. La variable z a �et�e choisiecomme variable t�emoin de l'�evolution.



Conclusion
Le travail e�ectu�e au cours de cette mâ�trise nous a permis de d�evelopper des outilsth�eoriques et informatiques utiles pour contrôler le chaos. Nous avons r�eussi �a contrôlercertains syst�emes chaotiques qui n'avaient pas �et�e stabilis�es jusqu'�a maintenant. Nousavons utilis�e la m�ethode d'OGY pour mâ�triser des applications discr�etes non-lin�eaires1D et 2D. Nous avons même r�eussi �a stabiliser en pr�esence de bruit al�eatoire. Puis, nousnous sommes servis du SPF, a�n de stabiliser des syst�emes d'�equations di��erentiellesnon-lin�eaires 3D qui �etaient hautement dissipatifs. C'est-�a-dire que la dynamique de cesderni�eres pouvait se ramener �a l'�etude d'un syst�eme unidimensionnel. Pour tous les casqui ont �et�e �etudi�es et stabilis�es, les techniques de contrôle ont �et�e tr�es e�caces.Même si tout au long de cette recherche, nous avions �a notre disposition les mod�elesmath�ematiques d�ecrivant di��erents processus physiques, la m�ethode d'OGY peut êtreutilis�ee sans aucun mod�ele math�ematique. En e�et, toutes les quantit�es telles que points�xes (orbites) [Auerbach et al., 87; Lathrop et Kostelich, 89], matrice de Jacobi et formede la perturbation [So et Ott, 95], peuvent être d�etermin�ees a priori sans aucune informa-tion sur la dynamique intrins�eque du syst�eme chaotique en question. C'est ce qui fait lanotori�et�e de cette technique. En bref, l'id�ee de base est de reconstruire la dynamiquedu syst�eme �a l'aide de coordonn�ees �a d�elai temporel [Takens, 81]. Ces coordonn�eessont construites en ne mesurant qu'une seule quantit�e scalaire �a des intervalles de tempsr�eguliers. Un attracteur est ainsi reconstruit dans un espace des phases synth�etique. Puis,l'information n�ecessaire au choix des cibles et de la forme de la perturbation s'obtientuniquement �a partir de cette reconstruction. Tout se fait exp�erimentalement sans quel'utilisateur n'ait recours �a quelque mod�ele que ce soit. Nous n'avons besoin que d'unebô�te noire (l'exp�erience) et d'une variable scalaire mesur�ee �a des intervalles de tempsr�eguliers.Derni�erement, quelques modi�cations majeures ont �et�e apport�ees �a la m�ethode d'OGY.La perturbation au ni�eme it�er�e d�epend maintenant des perturbations ant�erieures. Avecces modi�cations, le contrôle est encore plus robuste, surtout lorsqu'il est question dereconstruction. La premi�ere modi�cation provient de [Dresler et Nitsche, 92; Nitsche etDressler, 92], alors que la g�en�eralisation la plus compl�ete est de [So et Ott, 95].65



CONCLUSION 66Bien sûr, il existe plusieurs petites variantes de l'algorithme d'OGY tant exp�erimenta-les que th�eoriques. Lorsque la dynamique peut se ramener �a un probl�eme unidimensionnel,le SPF [Peng, Petrov et Showalter, 91] est tr�es pratique, c'est d'ailleurs celui que nousavons utilis�e dans le dernier chapitre. De plus, il existe une g�en�eralisation du SPF, appel�eele Recursive Proportional Feedback [Rollins, Parmananda et Sherard, 93]. Cette derni�eremodi�cation tient compte elle aussi des perturbations pr�ec�edentes dans la forme de lanouvelle perturbation. Ceci est n�ecessaire lorsque l'it�er�e correspondant horizontalement(sur l'application de M i�eme retour) au point �xe vis�e ne se trouve pas sur l'attracteurcorrespondant �a � = �n.Parall�element �a la m�ethode d'OGY, il y a d'autres techniques compl�etement diff�eren-tes, et d'autres tr�es similaires. Pour ces diff�erentes approches, nous jugeons plus utile der�ef�erer le lecteur �a quelques articles qui font la synth�ese du sujet. A�n d'avoir un aper�cug�en�eral, voir [Chen et Dong, 93d]. Pour une �etude d�etaill�ee des di��erentes techniques,voir [Chen et Dong, 93c]. Un autre article d'int�erêt est [Shinbrot et al., 93].La m�ethode d'OGY n'est pas utile uniquement pour la stabilisation d'orbites, mais ellepeut l'être aussi pour synchroniser des syst�emes chaotiques [Lai et Grebogi, 93b]. L'id�eeprincipale est de laisser �evoluer librement deux syst�emes similaires mais compl�etementchaotiques. Lorsqu'une des deux trajectoires dans l'espace des phases entre dans le voisi-nage de l'autre, l'algorithme d'OGY est activ�e. Sauf qu'au lieu de lin�eariser autour d'unpoint �xe, la lin�earisation est e�ectu�ee autour de l'autre trajectoire. Une fois l'algorithmemis en marche, les deux syst�emes �evoluent en phase, c'est-�a-dire qu'ils suivent exacte-ment le même parcours dans l'espace des phases. On dit alors qu'ils sont synchronis�es.Ce qui est int�eressant avec ce proc�ed�e, c'est que les syst�emes �evoluent alors toujours dansun r�egime chaotique, mais ce r�egime est le même pour les deux. Le proc�ed�e peut êtreg�en�eralis�e �a un ensemble de syst�emes. L'avantage de cette technique de synchronisa-tion sur celle qui est la plus couramment utilis�ee [Pecora et Carroll, 90], c'est qu'aucunsous-syst�eme poss�edant un exposant de Lyapunov positif n'est n�ecessaire. Les applicationspr�esentement les plus en vogue dans ce domaine sont dans les communications s�ecuritaires.La synchronisation peut aussi être r�ealis�ee pour des syst�emes chaotiques spatio-temporels[Lai et Grebogi, 94], ce qui ouvre des perspectives encourageantes pour une meilleurecompr�ehension des syst�emes de hautes dimensions tels que certains ph�enom�enes hydro-dynamiques (turbulence).Peut-être serait-il appropri�e de mentionner au lecteur que malgr�e la pr�ecision limit�eedes calculs,3 les di��erentes orbites chaotiques calcul�ees num�eriquement repr�esentent lesorbites exactes du syst�eme. En e�et, il existe un th�eor�eme dit de shadowing [Hammel,Yorke et Grebogi, 87, 88; Grebogi et al., 90] qui assure l'existence d'une trajectoire r�eelle4qui demeure �a proximit�e de la trajectoire num�erique calcul�ee.3En fait, ceci g�en�ere un bruit de fond.4pr�ecision in�nie



CONCLUSION 67En�n, nous pouvons maintenant nous servir de toute la richesse de la dynamiquefaisant partie du chaos a�n de g�en�erer des comportements qui �etaient jusque-l�a impossi-bles �a obtenir. Le contrôle du chaos est aujourd'hui e�ectu�e dans un nombre sans cessecroissant d'exp�eriences tr�es diversi��ees. Nous pouvons envisager dans un proche futur denouveaux traitements m�edicaux (�epilepsie, arythmie cardiaque de même que la maladie deParkinson [Beuter et Mackey, 95; Schi�, 95]), de nouvelles approches de fabrication indus-trielle (appareils tirant pro�t de la richesse du chaos, diminuant ainsi le nombres d'�etapesn�ecessaires �a la fabrication d'un produit), des techniques de transferts d'orbites spatiales(avec le ciblage), et bien d'autres applications qui seraient plus int�eressantes �a r�ealiser lesunes que les autres. Par contre, toutes ces applications n'en sont encore qu'au stade del'exp�erimentation. Il nous reste donc �a ra�ner ces diverses techniques de contrôle, a�n deles transposer dans la vie de tous les jours. En plus de ces di��erentes perc�ees pratiques pos-sibles, peut-être en viendrons-nous �a mieux comprendre certains m�ecanismes de contrôlesnaturels, tels que le processus de formation d'une id�ee abstraite ou l'�evolution des esp�eces.En�n, si nous r�eussissions �a uni�er la th�eorie du chaos �a la m�ecanique quantique, peut-être parviendrions-nous �a d�evelopper des techniques de contrôle de l'atome. De nouvellesavenues de recherches sont maintenant ouvertes, et les retomb�ees scienti�ques risquentd'être nombreuses dans plusieurs domaines.
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Annexe AEsquisse de la m�ethode num�eriquepour contrôler des syst�emes 1D� Choisir l'application F� Choisir la p�eriode M de l'orbite p�eriodique �a contrôler� D�eterminer un point �xe de FM correspondant �a la p�eriodeM (m�ethode de Newton)� Obtenir les autres points de l'orbite par it�eration de F .� Possibilit�e d'ajouter du bruit non-d�eterministe� It�erer F� Si x(i)� � � xn � x(i) + � et �� < ��max:{ algorithme d'OGY
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Annexe BEsquisse de la m�ethode num�eriquepour contrôler des syst�emes 2D� Choisir l'application F� Choisir la p�eriode M de l'orbite p�eriodique �a contrôler� D�eterminer un point �xe de FM (point de selle) correspondant �a la p�eriode M(m�ethode de Newton adapt�ee pour un syst�eme d'�equations)� Obtenir les autres points de l'orbite par it�eration de F .� Possibilit�e d'ajouter du bruit non-d�eterministe� It�erer F� Si x(i)� � � xn � x(i) + � et �� < ��max:{ Pour chacune des cibles, �evaluer A, B, �s, �u et fu;i+1{ Algorithme d'OGY
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Annexe CEsquisse du SPF� Choisir le syst�eme f� Int�egrer f (Runge-Kutta d'ordre 4)� Enlever le mouvement transitoire� Observer l'attracteur� Choisir un plan ne coupant pas une r�egion trop foli�ee.� Visualiser l'application de premier retour d'une variable x{ V�eri�er si l'application est 1D, sinon recommencer le processus� Appliquer une tr�es l�eg�ere perturbation �a �� Int�egrer f avec �0 = �0 +��� Obtenir une nouvelle application de premier retour� D�eterminer la distance horizontale �x s�eparant les deux applications de premierretour �a partir de x�(�0)� Calculer g = �x=��� Int�egrer f jusqu'�a ce que x� � � � xn � x� + �:{ Int�egrer f avec �0 = �0 +�x=g , �x=g < ��max{ R�ep�eter ce processus tant que x� � � � xn � x� + �� D�emarche semblable pour une p�eriode M , sauf qu'il faut calculer l'application deM i�eme retour 74


