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Résumé

Des modeles épidémiologiques capables de représenter des situations naturelles peu-
vent en principe permettre de caractériser et quantifier les risques d’épidémies ainsi que
d’optimiser les moyens de les controler. On présente d’abord quelques modeles épidémio-
logiques d’usage courant et évalue leur capacité a représenter correctement une situation
biologique. L’emphase est placée sur 'importance des délais ainsi que sur 'impact des
conditions environnantes. On montre que des modeles basés sur 1’équation de diffusion
répondent particulierement bien a ces criteres et menent a une formulation générale,
directe et élégante. Sous certaines hypotheses, ces systemes peuvent étre partiellement
solutionnés analytiquement, réduisant substantiellement les traitements numériques et
permettant une meilleure compréhension de structures sous-jacentes. On compare en-
suite certains de ces modeles dans le contexte particulier du virus du Nil Occidental et
élabore une approche spécifique et réaliste afin de fournir des outils supplémentaires au
processus décisionnel de prévention de cette maladie.



Abstract

Epidemiological models capable of representing naturally occurring situations may in
principle permit the characterization of the risks of epidemics as well as the optimization
of means for controlling them. First, we present some typical epidemiological models
currently in use and evaluate their ability to correctly describe a biological situation.
Emphasis is placed on the possibility of the treatment of delays and on the inclusion of
the effects of environmental conditions. We show that models based on a diffusion-type
equation are particularly well suited to satisfy these conditions and lead to a general,
direct and elegant formulation. Under not too restrictive hypotheses, the corresponding
models can in part be treated analytically, reducing substantially the computational
efforts, and allowing for a better understanding of the associated underlying structures.
We then compare some of the models for the application to the West Nile virus and
develop a specific and realistic approach to provide additional tools for the decision
process in matters of prevention and propagation of the disease.



Avant-propos

Ce mémoire aurait pu traiter de controle du chaos et de cristaux liquides, mais il
parle plutot d’épidémiologie et de moustiques. Chose certaine, il n’aurait pu étre écrit
sans l'apport de plusieurs personnes autres que le nom figurant sur sa page couverture.

Je tiens d’abord a remercier mon directeur Louis J. Dubé pour ses conseils, sa
patience, sa compréhension et son soutien. Il a su me laisser suffisamment de liberté
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VNO-MAGS pour leur support, leur confiance et pour le sujet méme de ce document.
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A la caféine.

Knowledge is no more expensive than
ignorance, and at least as satisfying.

~ Barrin (M:TG)
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Glossaire

Tout au long de ce mémoire, on utilise des lettres latines majuscules pour représenter
les divers compartiments utilisés dans les modeles présentés. Les types de compartiments
suivants y sont utilisés de facon récurrente et une lettre spécifique leur a été attribuée.

A Adulte. Utilisé lorsqu’il y a présence d’au moins une autre étape
d’évolution au comportement significativement différent (e.g. état lar-
vaire L d’un insecte).

E : Exposé. Contient les individus exposés a la maladie mais n’en su-
bissant pas les effets et ne pouvant pas la propager pour l'instant.
Normalement utilisé lorsqu’une période d’incubation est nécessaire.

I : Infecté (ou infectieux). Contient les individus pouvant propager la
maladie et en ressentant (infectés) ou non (infectieux) les effets.

L : Larvaire. Dans le cas d’insectes, utilisé conjointement avec d’autres
compartiments (e.g. état adulte A) pour tenir compte de changements
significatifs de comportements avec ’évolution temporelle des indivi-
dus.

N : Nombre total. Objet permettant de regrouper plusieurs comparti-
ments lorsque le phénomene étudié ne permet pas de faire la distinction
entre eux. Par exemple, pour une maladie sans symptome apparent,
le nombre d’individus observés au total en un temps donné parmi une
population de susceptibles et d’infectés serait N(t) = S(t) + I(t).

R : Retiré. Contient les individus retirés de la dynamique de la maladie.
Un tel retrait peut par exemple étre causé par la guérison d'un individu
précédemment infecté avec gain d’immunité (de fagon temporaire ou
permanente). Le chapitre [ utilise également ce compartiment pour
les moustiques en état de diapause.

S : Susceptible. Contient les individus sains mais pouvant potentielle-
ment étre infectés par la maladie.

X : Mort. Comptabilise tous les morts depuis le début de la simulation.
N’est utilisé que pour mettre en évidence ce phénomene lorsque ceci
est jugé nécessaire.

Ces compartiments peuvent étre indexés pour indiquer un état de développement
et/ou 'appartenance a une espece donnée. De plus, on utilisera les compartiments A, B,



Glossaire xii

C... comme compartiments génériques dans les cas ou on souhaite mettre en évidence
la généralité.

On réfere a la population (ou densité de population) contenue dans un compartiment
en y accolant un ou plusieurs des arguments suivants.

t : Dimension temporelle du systéme. A(t) correspond a la population
totale contenue dans le compartiment A au temps t. Les exemples de
ce document utilisent le jour comme unité de temps.

z : Dimension d’état du compartiment. Correspond typiquement a une
étape de développement, que ce soit le niveau de maturation normal
d’un organisme ou de développement d’une infection. Il y a A(x,t)dx
individus dans U'intervalle infinitésimal [z, x + dz| du compartiment A
au temps t. x est normalement contraint a des valeurs réelles positives
et on a alors A(t) = [;° A2/, t)da.

y : Dimension d’état du compartiment, au méme titre que z. Malgré
que le traitement mathématique soit le méme pour ces deux cas, on
tentera d’utiliser x lorsqu’il s’agit d’un niveau de développement de
I'individu et y pour le stade de développement d’une infection. Des
contractions du genre A(t) = [ [ A(2/,y/, t)dy'dz’ ou encore A(z,t) =
[ A(z,y',t)dy’ sont également possibles.

On utilise a, b, c... comme taux génériques de transfert entre les compartiments.
Cependant, certains symboles spécifiques sont attribués a des taux correspondants a des
situations fréquentes. Il est a noter que la signification exacte du terme «taux» dépend
du contexte.

: Taux de guérison sans gain d’immunité (i.e. I — 9).
: Taux d’infection (i.e. S — [ ou S — E).

: Taux de développement de la maladie (i.e. £ — I).

: Taux de maturation (e.g. L — A).

: Taux de guérison avec gain d’immunité (i.e. [ — R).
: Taux de perte d’immunité (i.e. R — 9).

@ om = 3 ™ o.

: Taux de natalité (e.g. S — S ou A — L, dans tous les cas sans
retrait des parents) ou nombre de progénitures par portée, ponte, etc.
i Taux de mortalité (e.g. [ — X).

Enfin, voici d’autres symboles utilisés fréquemment au cours du texte.

i: Nombre imaginaire (> = —1). Le contexte permet de distinguer
cette quantité d’un taux d’infection.

z*: Complexe conjugué z* = R(z) —iJ(z). Le symbole * est également
utilisé a d’autres fins mais le contexte permet de lever toute confusion.
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: Coefficient de diffusion.
: Nom donné a une cohorte (a partir du chapitre 3]). L’indice inférieur

g qualifie la génération de la cohorte alors que le vecteur supérieur k
(de longueur g) qualifie chaque cohorte de fagon unique en informant
de sa généalogie.

: Nombre de reproduction (défini au chapitre [I).
: Température. Toutes les températures de ce document sont données

en degrés Celsius.

: Délai temporel ou temps caractéristique.
: Flux d’individus, que ce soit le flux entre deux compartiments ou un

flot a I'intérieur d’un méme compartiment dans une certaine direction
(dimension d’état).

. Ecart type.
: Fréquence angulaire ou poids d’individus de différentes especes

dans un certain phénomene.

: Arrondissement de z € R a I’entier inférieur.
: Moyenne d’une quantité discrete (wx)q, = >\ axtr/ > ar. On uti-

lise arp = 1 si aucune fonction de poids n’est fournie. Les quantités
moyennes de ce document sont souvent représentées a 1’aide d’une
barre verticale (e.g. ) mais contrairement a (...), il ne s’agit la que
d’une notation et non d'un processus de prise de moyenne.

: Moyenne d’une quantité continue (), = [ @'a(z’)d2’/ [ a(2)dz’.

La distribution a(z) peut étre sous-entendue.

(ab)(x): Convolution (axb)(z) = [*_a(z')b(x — z’)dx’.
ab)(x): Corrélation croisée (a  b)(z) = [* a*(—2')b(z — a')dz’ =

F{f ()} w) :

R OHOE

[ ar(a))b(x + o )da.

Transformée de Fourier 7, {f(t)}(w) = [~ f(t')e”™"dt". On note
d’un accent circonflexe les quantités dans I'espace des fréquences (e.g.
fw)). )
Transformée de  Fourier inverse F'{f(w)}(t) =
= fw)e*tdw’. La transformée inverse dune transformée
de Fourier est la quantité initiale f(t) = FoHF{f()Hw)}() =
FoH @) ).

: Termes d’ordre n en x ou supérieur (e.g. sin(x) = z + O(z?)).
: Partie principale de Cauchy.
: Degrés-jours cumulés au dessus d'une certaine température seuil.

Introduit au chapitre [3] dans plus de détails.

xiii



Prologue

Au milieu du siecle dernier, on aurait pu croire que le développement de programmes
de vaccination, le progres des mesures sanitaires et la récente découverte des antibio-
tiques auraient tot fait de mettre fin aux menaces des maladies infectieuses. Malgré de
grandes victoires comme 1’éradication de la variole, 'histoire s’est avérée différente :
apparition de souches de bactéries résistantes aux antibiotiques, fréquentes mutations
de certains virus rendant difficile une vaccination efficace, émergence de nouvelles mala-
dies comme le syndrome d’immunodéficience acquise (sida)... Encore aujourd’hui, les
maladies infectieuses sont la cause du quart des déces annuels a travers le monde (26%
en 2002, [1]) et la menace d’'une nouvelle pandémie d’influenza inquiete la communauté
internationale.

Alors que la lutte n’est pas gagnée, des armes existent contre ces ennemis et chaque
année de nouvelles sont découvertes. Méme si des méthodes de controle spécifiques a
une maladie comme la vaccination et I'usage d’antibiotiques ou d’antiviraux peuvent ne
pas étre disponibles pour une infection donnée en un temps donné, des méthodes plus
générales comme 'augmentation des mesures sanitaires, la quarantaine, la fermeture de
lieux publiques ou le controle des populations de vecteurs (dans le cas d'une maladie
vectorielle) peuvent tout de méme étre accessibles. Cependant, 1'usage de toutes ces
méthodes est restreint par divers facteurs plus ou moins directs tel un nombre de doses
de vaccin limité ou des pertes économiques dues a la restriction de lieux publiques.

Les agents de la santé publique doivent donc posséder des informations leur per-
mettant de décider des meilleures méthodes de controle a privilégier afin de réaliser un
certain objectif (e.g. minimiser la morbidité ou la mortalité) a Uintérieur des limites
prescrites. Méme en sachant, pour chacune des méthodes, leur efficacité en tant que
remede ou moyen de prévention individuelle, un outil est tout de méme nécessaire pour
traduire ces données en une connaissance des effets qu’elles apportent sur toute la so-
ciété. En concevant un modele mathématique représentant la dynamique de la situation
épidémiologique, il peut étre possible d’y inclure les différents modes d’intervention a
évaluer et d’observer leurs effets sur les prévision du modele, permettant donc de com-
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parer les méthodes entre elles ou avec la situation sans interventions. Il ne s’agit pas la
du seul avantage d'une telle modélisation mathématique.

En effet, cette approche peut également permettre de connaitre le seuil ou un risque
de propagation épidémique apparait ou encore de déterminer si I’éradication de la mala-
die est envisageable a I'aide des moyens actuels et si oui, quelle est la meilleure fagcon d’y
parvenir. Le modele peut également étre utilisé a contresens de fagon a vérifier la valeur
de certains parametres ne pouvant etre observés directement a partir des conséquences
visibles d’une maladie infectieuse. De la méme fagon, des hypotheses sur le mécanisme
de transmission de maladies peu connues peuvent étre réfutées ou renforcées lorsque la
dynamique des modeles qu’elles entrainent est comparée aux faits.

Pour parvenir aux fins venant d’étre mentionnées, il faut posséder un modele mé-
caniste correctement congu et suffisamment complet pour qu’il soit représentatif de la
situation que l’on souhaite étudier. En effet, un modele empirique correspond a une
interpolation a l'intérieur d’observations et ne permet donc pas de considérer les in-
teractions entre différents mécanismes. De plus, un modele mécaniste peut étre valable
dans certaines limites sans toutefois considérer des phénomenes pouvant étre importants
dans d’autres situations.

Le traitement effectué dans ce document suppose que la probabilité de transmis-
sion de la maladie entre deux individus est identique pour tous les couples d’indivi-
dus possibles. Ce type d’approximation, fréquent dans ce genre de modélisations, n’est
pas valable lorsqu’il existe des structures a 'intérieur de la population qui affectent la
transmission de la maladie ou encore lorsque la dimension géographique du systeme est
suffisamment grande pour que les conditions initiales et /ou les parametres du systéemes
different grandement d’un point a un autre de ce dernier. On suppose également que
les diverses populations peuvent étre traitées comme continues et donc que la nature
discrete de la population n’apporte pas de variations importantes.

Par contre, on porte une attention particuliere aux délais et a leurs impacts sur
la dynamique du systeme. De méme, on souhaite que les divers parametres puissent
varier dans le temps de fagon a pouvoir tenir compte des conditions extérieures agissant
sur le systeme. L’esthétique, la simplicité et la généralité sont également au rang des
caractéristiques privilégiées dans cette étude.

Le chapitre [ s’attarde exclusivement a une classe de modeles tres répandus en
épidémiologie : les modeles compartimentauz. L'usage de ce terme est expliqué par le fait
qu’ils sont fondés sur une subdivision des populations du systeme en classes d’individus
indiscernables appelées compartiments. Parmi les avantages de ces modeles, on note la
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simplicité et 1’élégance de leur conception en plus du fait qu’ils se prétent souvent tres
bien a un traitement analytique fort révélateur de leur comportement. Ils présentent
cependant des défaillances majeures lorsque 'on compare leur dynamique a celle de la
situation biologique a modéliser, particulierement en ce qui a trait aux délais.

C’est pour cette derniere raison que le chapitre[2 présente trois méthodes alternatives
assez fréquentes lorsque des délais importants sont présents dans la dynamique du
systeme a modéliser. Alors que les deux premieres de ces méthodes introduisent les
délais du systeme de facon plutot directe, la troisieme consiste a enchainer un grand
nombre de modeles compartimentaux afin d’obtenir une meilleure représentation des
délais que ne 'aurait fait un seul.

Sur le plan conceptuel, cette approche est semblable a celle du chapitre [3] ot on
utilise I’équation de diffusion pour concevoir des modeles tres généraux de conception
simple et directe. Ces avantages viennent au cotut de temps de calculs pouvant devenir
considérables et c¢’est pourquoi on propose un modele basé sur un traitement de cohortes
d’individus permettant de sacrifier un peu de généralité au profit de la vitesse.

A des fins de comparaison et dans le cadre du projet VNO-MAGS (voir section
(I2)), le chapitre [ présente I'application de trois des modeles mentionnés plus t6t
a la situation du Virus du Nil Occidental au Québec. Des résultats sont produits pour
deux d’entre eux et une courte discussion les accompagne.

Si certains calculs relativement courts sont directement incorporés au texte principal,
les plus longs sont relayés en annexes. Il en est de méme pour les détails techniques de
I'implantation numérique du modele de cohortes ainsi que pour les parametres qui y
sont utilisés.



Chapitre 1

Modeles compartimentaux

Malgré leur simplicité, les modeles compartimentaux jouent un role crucial en épi-
démiologie. Leur étude permet d’en apprendre beaucoup sur les comportements de base
des systemes épidémiologiques et aide au raisonnement lorsque 1’on doit faire face a des
modeles plus complexes. Ce chapitre présente d’abord un certain nombre de modeles
compartimentaux tres répandus puis explique comment on peut étudier leur comporte-
ment. On y mentionne également les limitations de ces modeles et suggere des amélio-
rations et alternatives lorsqu’ils ne suffisent pas. Le lecteur intéressé pourra consulter
[4 10, [14] pour plus de détails sur ce genre de modele.

1.1 Les grands classiques

On présente d’abord des modeles compartimentaux a la base de presque tous les
autres, méme les plus complexes. Quelle que soit la situation épidémiologique a mo-
déliser, il y aura toujours des individus infectés et d’autres pouvant étre infectés. On
introduit ensuite certains ajouts permettant de tenir compte des fluctuations de popu-
lations causées par la reproduction et la mortalité, ainsi que des cas ou plusieurs especes
sont mises en cause.

1.1.1 Modeles SI

On considere d’abord une maladie se transmettant directement d’un membre d’une
population donnée a un autre en un temps suffisamment court pour que les naissances
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et morts «naturelles» aient un impact négligeable sur la dynamique de la maladie. On
appelle susceptible la fraction de population qui est saine mais pouvant potentiellement
devenir infectée par la maladie et note S le compartiment contenant ces individus.
En un instant ¢, le compartiment S comporte S(¢) individus. De la méme fagon, on
qualifie d’mfectésﬁl les individus affligés par la maladie. Le compartiment contenant
cette fraction de la population sera noté I et contient /(¢) individus au temps t.

On considere maintenant que la probabilité qu’un individu susceptible devienne
infecté est proportionnelleﬁ au nombre d’individus actuellement infectés et que le coef-
ficient de proportionnalité SOitH 1 > 0. Si un grand nombre d’individus est en causdl, on
peut s’attendre a ce que /S d’entre eux deviennent nouvellement infectés chaque jour.
Sous forme d’équations différentielles, ceci devient

95 _ s

gi’ (1.1)
il

7 i1S

On nomme modele SI ce genre de modele tres simple ou le seul «événement» pouvant
survenir est l'infection d’un individu susceptible.

1.1.2 Modéeles SIS

Pour bon nombre de maladies, la guérison est heureusement possible. Si a chaque
unité de temps un individu infecté a une probabilitéﬁ g de «guérir» de la maladie et de
redevenir susceptible, on a en moyenne (dans les mémes limites que précédemment) gl
individus guérissant chaque jour. Le systeme d’équations devient donc

S _ 1S4 gl

g’} (1.2)
IS — gl

7 1S — g

Malgré I'emploi de ce terme, les modeéles compartimentaux ne se limitent pas & la propagation
de virus et bactéries dans une population mais peuvent également étre appliqués, par exemple, aux
parasites.

211 ne faut pas laisser prendre au piege de la routine : une telle loi d’action de masse ne s’applique
pas dans toutes les situations. Un grand soin doit étre porté aux détails lors de la conception d’un tel
modele épidémiologique.

3La plupart des parametres de ce document sont contraints & des valeurs > 0.

40n suppose ici que le grand nombre d’individus permet de traiter le systéeme comme continu. La
section (L3J) présente les impacts de la nature discréte du systéme lorsque le nombre d’individus est
relativement petit.

50n nommera «taux de guérison» ce parametre indiquant la fraction de population guérissant par
unité de temps.
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et I'on y réfere en tant que modéle SIS.

1.1.3 Modeéles SIR et SIRS

Certaines maladies sont mortelles. Afin d’en tenir compte, on utilise le compartiment
X pour stocker les individus décédésﬁ suite a la maladie a un taux de mortalité pu.

De plus, pour bon nombre de maladies, les individus ayant guéri d’une infection
développent une immunité a cette infection. Dans certain cas, cette immunité est per-
manente et dans d’autres, elle est temporaire. La lettre R sera utilisée pour référer
aux individus ayant guéri de la maladie a un taux r et en ayant maintenant acqui
I"immunitd]. Ces individus perdront leur immunité a un taux s et retourneront dans le
compartiment susceptible S.

Le systeme d’équations différentielles régissant un tel modele prend la forme

d

d_f:_iIS_I—SR

ﬂ:z’[S—r]—uI

dcg (1.3)
% :T]—SR

dX

= I

a "

Il sera nommé modeéle SIR lorsque s = 0 et modele SIRS dans les cas ou s > 0.

1.1.4 Modeles SEI, SEIS, SEIR et SEIRS

Lorsqu’un individu susceptible est infecté par la maladie, un certain temps est nor-
malement nécessaire avant que des symptomes apparaissent et/ou que l'individu de-

50n utilise ici un tel compartiment dans le but de mettre en évidence les individus morts suite & la
maladie, ce qui peut étre pratique lorsque cette quantité est une observable du systéeme. Cependant, on
n’explicitera normalement pas ce compartiment dans les systemes d’équations différentielles présentés
dans ce document par soucis de simplicité, cette information étant plus ou moins redondante.

"Dans la littérature, le compartiment R est souvent utilisé pour les individus qui ont été retirés du
systeme, que ce soit parce qu’il sont immunisés, morts, en quarantaine...On préférera ici dédier ce
compartiment & la période réfractaire (pouvant également étre illimitée) et utiliser d’autres comparti-
ments (tels que X)) pour stocker les individus retirés pour d’autres raisons. Néanmoins, un modele olt
la maladie peut entrainer la mort et ou aucun individu ne développe d’immunité sera tout de méme
appelé «modele SIR».
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vienne contagieux. Une fagon de tenir compte de ces effetsﬁ est d'introduire un nouveau
compartiment d’individus exposés E dans lequel on place tous les individus qui devien-
dront éventuellement infectés a un taux k. Le systeme d’équations différentielles

dS )
E = —Z]S
dE
— 79 _ 1.4
- =ilS —kE (1.4)
dl
— =LkFE
dt

présente ces caractéristiques et porte le nom de modele SEI. On peut également ajouter
un tel compartiment d’individus exposés aux autres modeles venant d’étre introduits
pour obtenir des modéles SELS, SEIR ou méme SEIRS.

1.1.5 Modéles considérant la natalité et la mortalité

Les modeles présentés jusqu’ici sont limités aux cas ou la maladie évolue rapidement
comparativement aux variations «naturelles» de la population. Or, ce genre d’approxi-
mation n’est pas valide pour certaines maladies et on doit en tenir compte lorsque ’'on
tente de modéliser ces situations.

On considere donc un modele SIRH au taux d’infection 7 et au taux de mortalité due
a la maladie p; auquel on ajoute le taux de natalité § (prenant en considération le ratio
des sexes si nécessaire) et le taux de mortalité «naturelles ug. Le systeme d’équations
différentielles représentant le systeme est donné pa

95 _ 85— psS —ils
dl ’
a = Bl — (s + pr) I +ilS

80n commentera en section (L3.4]) Iefficacité de cette méthode.

911 a déja été mentionné que appellation SIR n’implique pas nécessairement la présence d’individus
immunisés.

1071 est & noter que I’on considere ici que les individus nés de mere infectée étaient eux aussi infectés.
Il est bien str possible de faire autrement si ce n’est pas le cas pour la maladie que I'on souhaite
modéliser et, dans un cas plus général ou une fraction 0 < p < 1 des individus nés de meres infectées
sont eux aussi infectés, on aurait plutot

ds
dt
dI
dt

=S+ 1—-p)I)—pusS—ilS

= BpI — (us + pr) I +4IS
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1.1.6 Modeles logistiques

Le phénomene de compétition intraspécifique, bien connu des biologistes, découle
simplement du fait que lorsque la densité de population d’une espece devient tres élevée,
ceci nuit normalement aux membres de cette espece. La trop forte population ne peut
étre supportée par le milie et cause typiquement une augmentation de la mortalité ou
un ralentissement du développement, quoique d’autres parametres biologiques peuvent
etre affectés.

Soit une population S (en ’absence de maladie) dont la mortalité augmente lorsque
la population devient trop importante. Si cette population a un taux de natalité (3,
un taux de mortalité de base (sans compétition) u et un terme logistique v, 1’équation
différentielle régissant le systeme sera

ds
— =38 —puS —vS* . (1.6)
dt
Cette équation est souvent présentée en utilisant la capacité maximale n, = (5 — u) /v

comme parametre et en mettant en évidence ses points fixes en 0 et n,

§=<ﬁ—u>(1—§)s | (1.7)

Cc

1.1.7 Modeles a plusieurs stades de développement

Il arrive que divers stades de développement existent pour une méme espece et que
les parametres biologiques tels que le taux mortalité ou de transmission de la maladie
different considérablement d’un stade a I'autre. Une facon aisée de traiter un tel cas
dans un modele compartimental est d’utiliser un compartiment différent pour chacune
des combinaisons de stades de développement et d’état d’infection pouvant survenir.

Dans le cas d’une espece possédant deux stades de développement bien distincts (qui
porteront les noms de «stade 1» et «stade 2») pouvant tous deux étre susceptibles ou
infectés, il faudra quatre compartiments qui seront notés S, Ss, I; et Is. On considere
que les individus du stade 1 passent au stade 2 a un taux m, que les individus du stade
2 ont des enfants (stade 1) a un taux [ et que les taux de mortalité dans chacun des
stades sont respectivement pg; et pgo. En 'absence de maladie, un tel systeme est régi

1 On peut penser & un manque de nourriture, d’oxygéne (en milieu aquatique) ou méme & un manque
d’espace physique. Si la population ne cesse de croitre, quelque chose viendra un jour a manquer.
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par les équations différentielles

dS
d—tl = (55 —mS; —/~L5151
(1.8)
D% _ 81 — 1isaS
i = Tmo1 — Ks202

Maintenant, soient les taux d’infections d’un individu de stade 1 a un autre, 717, d’un
stade 2 a un stade 1, i, d'un stade 1 a un stade 2, i15 et d’'un stade 2 a un autre, is.
De plus, on considere qu’'un individu infecté au stade 1 le sera encore s’il passe au stade
2, que les enfants des individus infectés sont sains, que les taux de mortalité associés a
la maladie sont pour les individus de stade 1 et 2 respectivement de py; et puro et que
le taux de maturation m n’est pas affecté par la maladie. Le systeme devient alors

s,
dt

ds . .
d—tz =mS] — ,uszsz - (112]1 + 22212) Sy
(1.9)

= B (S2 + L) —mSy — pg1S1 — (4111 + i l2) Sy

dl _ .
d—tl = (7,11[1 + Z21[2) Sl — mIl - (Ms’l + :U“Il) Il
dlsy _ .
E = (7,12[1 + Z22[2) 52 + mll - (,US2 + :U“IQ) ]2

1.1.8 Modeles impliquant plus d’une espece

De facon semblable a ce qui vient d’étre fait en section (LI.7) pour les stades de
développement, il est possible de traiter des situations impliquant plus d’une espece a
I’aide de modeles compartimentaux munis d’un compartiment pour chacun des états
possibles de chacune des especes.

Soit une espece a pouvant étre susceptible (S,) ou infectée (I,) mais dont les
membres infectés ne peuvent pas directement transmettre la maladie aux susceptibles.
Les individus infectés de cette espece meurent a un taux py, et les cycles naturels de
naissance et mortalité de cette espece sont tres lents par rapport a la propagation de
la maladie. Une seconde espece, l'espece b, joue le role de vecteur de maladie entre
les individus de l'espece a et n’est elle méme pas affectée par 'infection : on parlera
donc d’individus susceptibles (Sp) et infectieur (I,). Les individus de cette espece se
reproduisent a un taux (, une fraction p des enfants de mere infectée étant infectés, et
meurent de fagon naturelle a un taux pg,. L’infection des individus de ’espece b par
ceux de 'espece a se fait a un taux iy, celle en sens inverse se fait a un taux i, et il
n’y a pas de propagation de maladie directement a l'intérieur de la méme espece. Les
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équations différentielles régissant un tel systeme sont

ds, .
dt = _ZbaIbSa
I
d = = ibaIbSa - ,ula]a
dt
ds (1.10)
d—tb =03 (Sb + (1 - p) Ib) — 1spSy — LaplaSh
dl )
d_tb = Bply — psply + iaplaSp

1.2 Recherche d’équilibre et nombre de reproduc-
tion de base R

L’analyse linéaire permet d’obtenir une quantité impressionnante d’informations sur
un systeme dynamique sans méme avoir a le résoudre completement. Avant d’utiliser
cet outil, on tente d’abord une approche plus intuitive permettant de définir clairement
le nombre de reproduction Ry caractérisant la stabilité du systeme. Le méme exemple
est ensuite repris dans un contexte d’analyse linéaire de la stabilité du systeme. Ces mé-
thodes sont réutilisées en annexe [Al de facon plus formelles et un exemple plus complexe
y est présenté.

1.2.1 Dynamique d’un modele SIS : approche reproductive

On considere a nouveau le modele SIS présenté en section (LI.2). Puisque les indi-
vidus infectés guérissent a un taux g, un groupe composé initialement de Iy d’entre eux
respectera

ar _
dt

si aucune réinfection n’est considérée. Il restera donc au temps ¢

I(t) = Ipe™
de ces infectés initiaux, qui resteront en moyenne infectés pendant un temps

CItetdt  I,/¢® 1
= W IR gt 1 (L11)
fO I()e_gtdt, Io/g g

qui est aussi le temps nécessaire pour que I(7,)/Iy = 1/e.
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On s’intéresse maintenant au nombre typique de cas secondaires découlant direc-
tement d'un unique cas initial (restant infecté pendant un temps moyen 7,) dans une
population uniquement composée d’individus susceptibles. On définit le nombre de re-
production de base Ry comme étant cette quantit [k

1N
Ry =11yN = — . (1.12)
g

Lorsque cette quantité (toujours positive par construction) est inférieure a 1, ceci
signifie qu’un individu atteint infectera en moyenne moins d’un individu avant de guérir
et de facon globale, la maladie devrait éventuellement disparaitre. Au contraire, si Ry >
1, chaque individu infecté infecte plus d’un individu : la situation est épidémique. R,
est donc un parametre critique permettant de déterminer si un systeme est en situation
épidémique ou non.

Une telle approche peut également étre employée pour déterminer si une population
est dans une situation d’extinction. On considere le systeme (L) de la section (1.5
lorsque la maladie est absente du systeme. De facon semblable a ce qui vient d’étre fait,
on peut réaliser que chaque individu vit en moyenne pendant un temps 7, = 1/ et a le
temps de produire en moyenne Ry = (7, = §/p individus avant de mourir. Si Ry > 1,
la population croi et si Ry < 1, elle diminue jusqu’a l'extinction. La dynamique d’une
maladie n’est donc pas tres différente de celle d’une population. L’appellation «nombre
de reproduction de base» découle en fait d’une telle comparaison.

Une méthode systématique et générale d’obtention du nombre de reproduction R,
est présentée dans [26]. La section ([A.3]) emploi cette méthode sur le systeme compar-
timental présenté en section ([AL2.1]), plus complexe que le modele SIS utilisé ici.

120n utilise dans cette expression N individus pouvant potentiellement étre infectés alors qu’il y en
a en fait NV — 1 si 'un d’entre eux l'est déja. Cependant, on souhaite obtenir une quantité générale
informant du nombre de cas secondaires moyens découlant de chaque individu infecté quand la fraction
de population infectée est faible et dans cette limite N est un aussi bon estimé de la population pouvant
potentiellement étre infectée que N — 1. Evidemment, si N > 1, la différence n’a pas de conséquences.

BDans ce cas particulier, le nombre de reproduction ne varie pas avec le nombre d’individus et un
Ry positif assure (dans les limites du modele) une croissance peu importe la population actuelle. Il n’en
serait cependant pas de méme avec, par exemple, un modele logistique tel que celui présenté en section
(CT8) et 'approche du nombre de reproduction de base Ry ne permet normalement de se prononcer
que sur la dynamique lorsque la population est tres faible.
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1.2.2 Dynamique d’un modele SIS : approche temporelle

Alors que la section (L2.]]) considere les cas d’infection secondaires découlant d’une
premiere infection pour savoir si un systeme est dans une situation épidémique, celle-ci
se penche directement sur I’évolution temporelle du nombre d’infectés pour parvenir au
méme résultat.

On reprend a nouveau les équations (L2) du modele SIS venant d’étre étudié. Soit
N(t) = S(t) + I(t) la population totale régie par I’équation différentielle

AN _dS  di
dt — dt  dt
= (—ilS+gl)+ (1IS—gl)=0

dont on peut déduire que N est une constante. Les quantités S(t) et I(¢) ne sont donc
pas indépendantes et le systeme d’équations différentielles (L2]) peut étre réduit a

dI

azi(zv_f)f_gfzz@—g—f)[ . (1.13)

1

L’équation (LI3]) s’annule en I = 0 et [ = N — g/i. Ces points seront appelés points
fizes puisque si le systeme est placé dans cet état, il y restera perpétuellement. Une
approximation en série de Taylor autour du premier de ces points fixes

L —N-gI+O(1) (1.14)

permet de réaliser que le systeme se comporte de facon exponentielle pres de ce point
et pour une condition initiale 7(0) = I, pres de zéro

I(t) = IyeiN=9) (1.15)

tant que [ reste suffisamment pres de 0. Ainsi, un tel systeme dans un état I, pres de
0 tendra a s’éloigner de ce point fixe (instable) lorsque iN > g et de s’en approcher
(point fixe stable) lorsque iN < g. La quantité ¢ N — g joue donc le role d'un parametre
critique : une valeur positive de ce parametre reflete une situation «épidémique» alors
qu’une valeur négative laisse entrevoir I'extinction de la maladie.

La méme approximation autour du point fixe I = N — g/i donne
dl _ . N2
E:(—ZNJrg)(I—N+g/z)+(9((I—N+g/z) )
et le parametre critique est cette fois —iN + ¢g. Ce point fixe sera donc stable lorsque
I = 0 est un point fixe instable et wvice versa. Cependant, la position du point fixe
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N — g/i lorsqu'il est instable (i.e. lorsque iN < g) correspond & un nombre d’individus
infectés négatif et n’a ici aucune signification biologique puisque I € [0, N].

La situation peut étre résumée comme suit. Lorsque iN < g, le point fixe [ = 0 est
stable et est le seul point fixe situé dans l'intervalle accessible a I. Dans un tel cas, peu
importe les conditions initiales, ce modele prévoit que la maladie viendra a s’éteindre.
Au contrair, si iN > g, le point fixe I = 0 devient instable alors que le point fixe
I = N —g/i est stable et dans Dintervalle [0, N]. A moins que la maladie soit totalement
absente du systeme (auquel cas I(t) = 0), le nombre d’infectés tendra éventuellement
vers [ = N — g/i et la maladie ne disparaitra jamais du systéme. Une telle succession
d’événements ou deux points fixes «s’échangent» ainsi leur stabilité porte le nom de
bifurcation transcritique. Bien entendu, la transition entre les situations épidémie et
extinction de la maladie se produit au méme point que celui prédit par la méthode du
nombre de reproduction de base Ry présentée a la section ([L2.1]).

Il s’avere que I'équation (LI3) possede la solution analytique
[Oe(iN_g)t

1+ g (eiN=0t —1)

1(t)

qui est en fait une sigmoide se comportant tel qu’il vient d’étre mentionné. Il n’est
cependant pas toujours possible d’obtenir une telle solution analytique et ’analyse de
stabilité permet d’en faire ressortir la plupart des comportements importants sans avoir
a solutionner le probleme. Une fois systématisée, cette approche se révele une puissante
alliée. Cet effort de systématisation fait I'objet de la section ([A.T]).

1.3 Limitations des modeles compartimentaux

L’utilisation des modeles compartimentaux tels que ceux venant d’étre présentés
repose sur le fait que 'on puisse séparer la population composée d’un grand nombre
d’individus en un nombre fini de sous-groupes d’individus identiques, indiscernables et
dont la dynamique ne dépend pas du temps depuis lequel ils sont dans ce compartiment.
Il n’existe probablement aucun systeme biologique naturel satisfaisant simultanément

4Le cas limite iN = ¢ n’a pas vraiment de signification biologique puisque des incertitudes consi-
dérables s’appliquent normalement aux divers parametres. D’un point de vue dynamique, lorsque le
premier terme d’une équation de la forme ([LI4]) s’annule, ce sont les termes suivants qui gouvernent
la dynamique autour du point fixe. Dans le cas actuel, le terme suivant, —iI2, est toujours négatif et le
point fixe serait stable pour ces valeurs positives de I et répulsif pour des valeurs négatives, ce dernier
cas n’ayant aucune signification biologique.
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tous ces criteres. Néanmoins, certains en sont parfois suffisamment pres pour étre traités
comme tels de fagcon approximative. On verra dans cette section pourquoi ces contraintes
sont importantes, jusqu’a quel point elles peuvent étre outrepassées et quelles en sont
les conséquences si on va trop loin. Des modifications ou des modeles alternatifs sont
suggérés pour traiter les situations ne respectant pas ces criteres.

1.3.1 Populations discrete

Les populations sont des quantités entieres; une fraction d’individu ne porte pas
de sens biologique. Or, ceci est incompatible avec 'utilisation d’équations différentielles
ordinaires, nécessitant que l'on travaille avec des quantités réelles (ou complexes).

Quelles sont les implications de traiter un systeme discret comme s’il était continu ?
On considére I'exemple du modele SIS présenté en section (LI2) et dont la stabilité
a été analysée en sections (L2T]) et (L2.2). Si pour la densité de population actuelle
un individu infecté transmet en moyenne la maladie a une personne tous les deux jours
(i.e. tN = 0.5) et guéri en moyenne apres 6 jours (i.e. ¢ = 1/6), on peut s’attendre a
ce que, en moyenne, un individu infecté transmette la maladie a Ry = 3 > 1 autres
individus et donc qu’il y ait une épidémie. Cependant, il s’agit la de moyennes. S’il
y avait un seul individu initialement (Iy = 1), il est possible qu’il guérisse avant de
transmettre la maladie a qui que ce soit et dans ce cas, il n'y a pas d’épidémie. Des
équations stochastiques permettraient de mieux tenir compte de tels effets.

La situation aurait été différente si on avait eu un grand nombre d’individus infectés
initialement (I, > 1) mais représentant une faible fraction de la population totale
(Iy/N < 1), elleeméme grande. Il est probablement justifiable de considérer le systeme
comme continu dans une telle limite, n’interdisant donc pas l'utilisation d’équations
différentielles ordinaires.

1.3.2 Inexistence de sous groupe d’individus identiques

En général, chaque individu d’'un systeme biologique est unique. Néanmoins, il peut
normalement étre incorporé a une catégorie d’individus semblables qui, dans le cas
des modeles compartimentaux, devient I'un des compartiments. On utilise alors comme
parametres de ces compartiments la moyenne sur la population des parametres corres-
pondant pour chaque individu, négligeant ainsi les déviations a l'intérieur d’'un méme
groupe. Une telle approche est normalement justifiable lorsque ces déviations sont pe-



Chapitre 1. Modeéles compartimentaux 15

tites face aux moyennes des parametres, mais I’approximation risque d’influencer les ré-
sultats lorsque ce n’est pas le cas. Ceci devient particulierement problématique lorsque
les déviations de parametres différents sont corrélées entre elles (e.g. taux de mortalité
plus élevé chez des individus se développant plus lentement). Lorsque les populations
sont hétérogenes, un modele e.g. de type Monte Carlo, ot on produit une population en
sélectionnant leurs parametres au hasard (en tenant compte d’éventuelles corrélations)
dans une distribution suivie d’'une moyenne sur plusieurs réalisations, pourrait apporter
des résultats complémentaires.

1.3.3 Discernabilité et organisation des individus

La force d’'un modele compartimental repose sur le fait qu’il regroupe dans un méme
compartiment tous les individus d’une population se comportant de la méme fagon. Peu
importe la grandeur de la population totale du systeme, il suffit maintenant d’établir les
interactions entre un nombre constant et relativement petit de compartiments. Lorsque
tous les individus d’un compartiment sont indiscernables (e.g. un individu infecté a
autant de chances de transmettre la maladie & chacun des individus susceptibles), ces
interactions sont aisément modélisables.

Il arrive qu'une organisation interne rende les individus discernables les uns des
autres. La maladie peut par exemple mieux se propager a l'intérieur de certains sous-
groupes plutot qu’entre eux. Lorsque ces effets deviennent importants, on peut tout
de méme tenter d’augmenter le nombre de compartiments et ainsi traiter ces sous-
groupes de facon distincte. Cependant, les méthodes d’analyse propres aux modeles
compartimentaux cesseront d’étre applicables s’il faut toujours plus de compartiments
lorsque la population augmente : on tombe alors dans le domaine fort actif des «réseaux
de contacts». Le lecteur intéressé pourra consulter [I7) I8, [19] pour plus de détails sur
ces nouvelles approches.

1.3.4 Evolution temporelle des individus

L’indiscernabilité des individus a l'intérieur d’un compartiment va plus loin que leurs
parametres biologiques ou leur organisation interne : il faut également qu’en un temps
donné, des individus entrés dans le compartiment en des temps différents se comportent
de la méme facon. Ceci exclut par exemple la possibilité de donner un taux de mortalité
plus élevé a des individus plus agés ou de correctement traiter 1'effet des délai dans la

15Ce sont dans ce cas les taux de transferts qui sont fonction du temps passé dans le compartiment.
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dynamique. Il est tout de méme possible d’effectuer une approximation en utilisant des
valeurs moyenne si les parametres varient peu en fonction du temps qu’ils passent
dans le compartiment. Toutefois, le cas des délais est particulier.

On considere le modele SE présenté en section ([LI4) et utilise un raisonnement
semblable & celui utilisé a I’équation (LII)) pour affirmer que si les individus exposés
prennent un temps 7 pour passer du compartiment F a I, le taux de passage d’exposés
a infectés sera k = 1/7. Ceci correspond a dire que s’il faut 7 jours pour que tous les
individus exposés deviennent infectés, il y a une fraction k d’entre eux qui effectuent
le passage chaque jour. Une telle vision continue des choses n’est certainement pas va-
lable d’'un point de vue temporel lorsque l'on introduit un grand nombre d’individus
exposés «d’un seul coup» puisqu’'une fraction k& d’entre eux seront infectés le jour sui-
vant alors qu’il ne devrait pas y en avoir un seul avant 7 jours. Ces phénomenes sont
moins prononcés pour des changements plus lents et peuvent étre acceptables lorsqu’on
souhaite effectuer une analyse de stabilité plutot que d’observer directement 1’évolution
temporelle du systeme.

Toutefois, ce genre de modele réagit particulierement mal lorsqu’un autre flux sor-
tant (comme une mortalité) est ajouté au compartiment de délai. On ajoute au modele
un taux de natalité § (tous les nouveaux individus sont susceptibles) et un taux de
mortalité p s’appliquant a tous les compartiments

§26(5+E+I)—z’15—u5
dFE

— =S —kE — uE

7 IS —k 1

dl

— =kE —ul

g M

On suppose maintenant que les individus exposés sont totalement découplés du reste
du systeme (ce qui survient lorsque i = 0 par exemple). Le systeme devient

dE
o E
7 (k+ )

et a pour solution

E(t) = E()e_(k—i_u)t

si on place Ej individus nouvellement exposés dans le systeme a t = 0. Le nombre total

1611 s’agit plutot de valeurs «efficaces» comme il faut pondérer la moyenne par le nombre d’individus
restants parmi ceux ayant été introduit dans le compartiment au méme moment.

"Des effets semblables surviennent dans des cas avec guérison, dans des stades d’évolutions ou dans
tout autre phénomene impliquant un délai plutoét qu'une certaine probabilité a chaque instant.
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d’individus effectuant éventuellement le passage vers les infectés devient donc

/OO k,E(t/)dt/ _ /OO k,EOe—(k-l-M)t’dt/ _ ]on _ EO
0 0 k+p  14pr

selon ce modele SEI. La situation que 'on souhaite initialement modéliser est que les
Ey individus exposés a la maladie meurent a un taux p sans qu’aucun d’entre eux ne
devienne infecté avant 7 jours, moment auquel les survivants deviennent tous infectés.
On devrait donc avoir Epe ™" individus devenant infectés plutot que (1 + pr)~t. En
comparant les séries de Taylor

I =1 i 4 S (i) 4+ O((ur)?) (1.16)
: ‘:MT =1—pur+ (u7’)2 + O((MT)g) (1.17)

on peut remarquer que le modele SEI possede le bon comportement lorsque le produit
ur < 1. Cependant, pour de plus grandes valeurs, les ordres supérieurs deviennent
rapidement importants et le modele SEI surestime grandement’ le nombre d’individus
devenant éventuellement infectés.

On peut grandement améliorer le comportement de tels modeles SEI en ajoutant
un grand nombre n de compartiments intermédiaires exposés successifs entre les sus-
ceptibles et infectés, créant ainsi un modél SE"L 11 est également possible d’utiliser
des équations différentielles a délai plutot que des équations différentielles ordinaires.
Le chapitre suivant est consacré a I’étude de quelques unes de ces alternatives.

181 importance de I'erreur n’est pas ici donnée par la différence entre ces deux quantités (qui ici est
relativement petite et converge vers zéro) mais bien par leur ratio (divergeant exponentiellement).

9Notez que cette notation n’est pas utilisée dans la littérature, contrairement aux autres types de
modeles vus jusqu’a présent.



Chapitre 2

Sur les délais 1

Les modeles compartimentaux du chapitre [Ils’averent avoir des failles majeures face
a la présence de délais dans le systeme a modéliser. Ce chapitre présente trois méthodes
différentes utilisées dans la littérature, certaines plus que d’autres, pour tenir compte
de tels délais. Leurs particularités, avantages et inconvénients sont mis en lumiere et on
développe des bases conceptuelles qui seront récupérées dans 1’élaboration d’un nouveau
modele au chapitre

2.1 Equations différentielles a délais

Lorsque I'on observe les systemes d’équations différentielles du chapitre () et que
I’on mentionne qu’elles ne tiennent pas correctement compte des délais, il peut étre
tentant de simplement introduire un délai dans l'instant auquel sont évalués un ou
plusieurs des termes des membres de droite de ces équations. Cette section s’attarde a
développer une méthode procédant de la sorte et on y constate que cette procédure se
révele plus complexe que l'on pourrait le croire a premiere vue.

2.1.1 Un modele simple a délais

On considere un cas ou 'on souhaite modéliser une population d’insectes dont les
individus peuvent étre catégorisés en deux groupes : les larves et les adultes. On utilise
respectivement les compartiments L et A pour représenter ces groupes et suppose que
tous les individus a l'intérieur d’'un méme groupe se comportent de la méme facon. On
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suppose que les larves prennent un temps 7,, pour devenir adultes et meurent a un taux
17, alors que les adultes produisent en moyenne [ nouvelles larves par jour chacunEl et
meurent a un taux p4. Puisque SA(t) larves naissent chaque jour et que py L(t) larves
et naA(t) adultes meurent chaque jour, il est possible de représenter ce systeme a ’aide
des équations différentielles a délais

dL(t)

—5 = BAW) = roalt) — puL(t)

P — 1a(®) — mad(t)

ou ¢ 4(t) est le flux de nouveaux adultes quittant le compartiment L pour aller au
compartiment A en l'instant ¢. On pourrait croire a premiere vue que cette derniere
quantité est simplement donnée par ¢ 4(t) = L(t — 7,,), mais il n’en est rien. Les
larves qui passent a l'état adulte au temps ¢ ne sont pas celles qui étaient présentes
dans le compartiment L au temps t — 7, mais plutot celles qui y ont été ajoutées en
cet instant. Autre considération importante : des SA(t — 7,,,) larves ajoutées au temps
t — Tm, seule une fraction e #=™ d’entre elles seront encore en vie au temps ¢ pour
pouvoir passer a 1’état adulte. En tenant compte de ces points, le systeme devientﬁ

%ﬁt) = BA(t) = Be "™ At — 7)) — prL(t) (2.1a)
PO et At — ) ~ 1aAlt) (2.1b)

Il est a noter que les conditions initiales d’un tel systeme doivent étre spécifiées sur un
intervalle de temps, ici de durée 7, (e.g. [T, 0]), plutét qu’en un seul instant.

Alors que les modeles a équations différentielles ordinaires du chapitre [l ne per-
mettent de tenir compte des délais que de facon indirecte et dans certaines limites
contraignantes, le systeme d’équations différentielles a délais (2.1]) modélise le systeme
de larves et d’adultes tel qu’il est présenté au début de cette section en tenant cor-
rectement compte du délai 7,,. Il n’est cependant plus possible d’écrire directement les
équations du modele a partir des divers taux comme on le faisait précédemment.

En effet, lors de I'écriture des équations (2.1]), il est nécessaire d’effectuer un pré-
traitement équivalent & solutionner analytiquement 1’équation (ZIa)). On peut ainsi
remarquer que 'équation (2.ID) semble étre totalement indépendante de la population
de larves L(t) : toute la dynamique des larves y a été intégrée a I'aide du flux ¢ 4(¢) et
la moindre modification de I’équation (2.1al) nécessite une révision de ce flux. Introduire
un autre délai au systeme rajoute encore aux prétraitements devant étre faits.

13 prend en compte le ratio males/femelles et chaque adulte est ensuite considéré comme ayant un
potentiel reproductif identique.

2La référence [2] utilise un modele treés semblable, si ce n’est de la présence d’un terme logistique
de mortalité des adultes.
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2.1.2 Ajout d’un délai

On suppose maintenant que, plutot que de produire des larves a un taux moyen
constant, les adultes produisent maintenant 3 = (37, larves chacun a intervalles réguliers
7, jusqu’a leur mort. Les équations d'un tel systeme sont

L) — 65(0) = brat) — a1 (2:20)
PO — gy alt) — pad(t) (22)

oll ¢5(t) est le flux des nouvelles naissances, devant lui aussi étre fixé. De facon similaire
a ce qui est fait en section (2.I.1]), on peut déterminer

Gr—a(t) = e dp(t — 7m) (2.3)

a l'aide du fait qu'une fraction e #£™ des ¢3(t — 7,,) larves produites en ¢t — 7, seront
encore vivantes a 'instant ¢ de leur maturation. Pour ce qui est des nouvelles naissances,
le flux

= ar op(t — T,
¢ﬁ(t) = Pe HATr (¢L—>A(t _ Tp) + %
est obtenu en considérant queH Gr—alt — 1) + op(t — 1,)/ 3 adultes par intervalle de
temps ont au temps ¢ — 7, le potentiel de produire des larves au temps ¢, qu'une fraction
e HaTr d’entre eux survivront jusqu’a cet instant ¢ et que de chacun de ces survivants
découlera (3 descendants. Le systeme devient donc

dL
PO _ gat) = e 3l — 1) — 1 L)
dt (2.4)
dA(t) —HLTm
“ar =€ Cbﬁ(t - Tm) - MAA(t)
et la relation de récurrence@
¢ﬁ(t) = Be_UATP (e_NLTmQSﬁ(t — Ty — Tp) + ¢:6(t/8_ TP)) (25)

3Puisqu’un adulte arrivant tout juste du stade larvaire produira des larves dans un temps 7, et qu’il
en est de méme pour un adulte venant de compléter un cycle de production de larves.

“En isolant ¢, 4 (t) dans Péquation (22B) que I'on converti en ¢s(t — 7,,) avec [Z3)), il est possible
d’expliciter la récurrence (2.3) sous une forme dépendant explicitement de A(t) et de sa premiere
dérivée

op(t) = ie_““’”? (3 —dfli/t/)

+ paA(t — kTp)>
k=1

t'=t—kTp
ce qui permet d’exprimer le systeme (2.4 de fagon «autonomes. Néanmoins, la discussion qui suit sur
le travail de résolution devant étre effectué avant méme ’écriture du modele sous forme d’équations
différentielles a délais est toujours valable.
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doit étre respectée.

On peut constater que le systeme d’équations différentielles (2.4]) joue un role plutot
«passif» de dénombrement alors que toute la dynamique de reproduction est traitée par
la relation de récurrence (2.5]). Tout comme cela se produit en section (Z.1.1]), le systeme
doit étre en partie résolu avant méme que les équations différentielles soit clairement
posées. Ces modeles a équations différentielles a délais permettent de traiter correcte-
ment les délais mais leur conception se fait de facon beaucoup moins «esthétique» que
celle des modeles du chapitre[Il Ces efforts sont cependant récompensés par un modele
tenant correctement compte d’un nombre fini de délais fixes et il est possible d’utiliser
un formalisme tres semblable pour des distributions de délais.

2.1.3 Distribution de délais

Jusqu’ici, on a utilisé des délais clairement définis pour caractériser les temps requis a
des phénomenes comme la maturation des larves ou le cycle de ponte d’insectes adultes.
Cependant, dans le systeme biologique réel correspondant, on ne s’attend pas a ce que
ces phénomenes soient de durée exactement égale pour tous les individus d’un groupe.
Dans les cas ou ces déviations sont négligeables, il peut étre justifié d’utiliser un délai
unique pour modéliser la situation. Il arrive cependant que cette approximation soit
impossible et qu'une distribution de délais soit plus appropriée.

On reprend l'exemple du systéme larves/adultes utilisé en sections (2.1.1]) mais cette
fois en utilisant une distribution de délais p(7,,) respectant la condition de causalité

ptm)=0 V 71,<0

/ p(rdr =1
0

En excluant toutes considérations de mortalité, une larve nouvellement produite a une

et la condition de normalisation

probabilité p(7,,)dr de prendre un temps dans l'intervalle [7,,, 7, + d7] pour passer a
I’état adulte.

On utilise le méme raisonnement qu’en section (ZI1.1]) pour calculer le flux ¢ 4(t)
de larves passant a 1’état adulte. Les larves ayant pris un délai compris dans l'inter-
valle [7,,, T, + d7| pour passer a ’état adulte au temps ¢ contribueront au flux pour
Be LT (7)) A(t — T )dT nouveaux adultes et le flux total sera

bualt) = [ 5 ) At~ i
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pour un systeme complet

dL(t)

7 = BA(t) / ﬂe‘“” ™At — 7)dT" — ppL(t)

/ﬁ‘”” YAt — 7)dr — paA(t)

Cette fagon de procéder peut étre utilisée en autant qu'un seul terme de délai agit
a la fois sur ’équation différentielle affectée par la distribution de délai et que cette
distribution ne change pas sous évolution temporelle. Des complications plus sérieuses
peuvent survenir lorsque 1’on rend les parametres du modele dépendants du temps.

2.1.4 Variation des parametres

Meéme si cela n’est pas explicitement mentionné au chapitre [I aucune modification
majeure n’est normalement nécessaire lorsqu’un ou plusieurs des parametres d’'un mo-
dele compartimental a équations différentielles ordinaires varient dans le temps. Si on
reprend l’exemple du systeme larves/adultes utilisé en sections (ZI1.1]) et ([Z.1.2)), cette
fois a I'aide d’un modele compartimental tel que ceux présentés au chapitre[Il on a

T — pat) ~ mi(t) w0
PO — L (1) ~ padit)

avec les correspondances m = 1/7,, (taux de maturation) et § = T—i (taux de natalité).
Le méme modele avec des parametres variant en fonction du temps est tout simplement

donné par
%ﬁt) = B(t)A(t) — m(t)L(t) — pr(t) L(t)
%ﬁt) = m(t)L(t) — pa(t)A(t)

Il n’est généralement pas possible d’obtenir une solution analytique dun tel systeme.
Par contre, si les fonctions 5(t), m(t), ur(t) et pa(t) sont suffisamment régulieres, il est
normalement relativement aisé d’en effectuer I'intégration numérique.

Il n’en est malheureusement pas de méme avec les équations différentielles a délais.
Si I'on souhaite obtenir un équivalent au systeme (2.1]) (un seul délai, section (2.1.1])
ou les parametres 3, iy et pua peuvent varier dans le temps (7, reste constant), il faut
obtenir ¢ 4(t) en considérant ces variations. Ainsi, des B(t — 7,,) A(t — 7,,,) larves
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produites au temps t — 7,,, la fraction de celles qui survivront jusqu’au temps t est
maintenantﬁ donné par exp (— ftt_T o (t)dt! ) et le systeme prend la forme

t

%St) = B()A(t) — B(t — Tm) exp _/,UL(t,)dt, A(t — Tm) — pr(t)L(2)
: . (2.6)
%it) = B(t — 7pn) exp —/ML(t’)dt’ A(t = 7)) — pa(t) A(t)

t—Tm

Quoique légerement plus lourd que (2.]), ce systéme demeure normalement possible a
résoudre de facon numérique. Par contre, son utilisation requiert que le parametre de
délai 7, y soit toujours constant.

Tn(t)

[P Bl
L 1q]

Fig. 2.1: Effet de la variation du délai. A tout instant ¢ (point de départ des fleches en pointillé),
on observe le nombre de larves ayant été produit a l'instant ¢ — 7,,,(¢) (pointe de la fleche en pointillé
correspondante). On détermine ensuite combien de ces larves survivent a la période 7,,,(t) nécessaire
a leur maturation puis retire ce nombre de larves a L(t) pour les ajouter a A(t). Si le délai 7,,(t)
augmente trop rapidement (fleche rouge en pointillé), il est possible que la procédure venant d’'étre
décrite meéne au retrait de larves ayant déja été retirées. Ceci n'est qu'un cas extréme d'un probleme
plus fondamental.

Lever cette derniere contrainte s’avere plus difficile qu’on ne pourrait le croire a
premiére vue. La situation présentée en figure (2.I]) met en évidence 'un des problemes
survenant si I’on effectue naivement la substitution 7,,, — 7,,,(¢) dans ’équation (2.6]). En
un instant ¢, on «observe» le nombre de larves ayant été produites a I'instant ¢ — 7, (¢),
détermine combien d’entre elles sont encore en vie a I'instant ¢, puis enleve cette quantité
au compartiment L pour le transférer dans le compartiment A. Maintenant, si le délai
augmente trop rapidement, le point ¢ — 7,,(t) observé correspondra a des larves ayant
déja été traitées pour le passage a 1’état adulte. Le fait de les enlever a nouveau révele
évidemment un probleme et il est méme possible d’obtenir des populations négatives
en procédant de la sorte.

50n peut remarquer que pour uz,(t) = uy constant, 'intégrale donne p7,7,, et on récupére correc-
tement la forme e #£7™m du systeme (2.]).
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Cette situation n’est qu'une manifestation d’'un probleme beaucoup plus fondamen-
tal : les larves passant a I’état adulte pendant I'intervalle de temps [¢, t 4 dt] ne sont pas
celles produites sur [t —7,,(t), t — 7, () +dt] mais plutot sur [t —7,,(t), t — 7, (t 4 dt) + dt].
Puisque l'on peut écrire 7,,,(t + dt) = 7,,,(t) + 7. (¢t)dt + O(dt?) (ot les termes d’ordre
supérieurs sont négligeables), I'intervalle de temps ou sont produites les larves passant
a 'état adulte dans U'intervalle [t,t + dt] sera de largeur (1 — 7/, (¢))dt. Ainsi,

t

Gr—a(t)dt = B(t — T (t))(1 — 7,(t)) exp —/ML(t')dt' At =7 (t))dt - (2.7)

t—Tm (1)

larves y seront produites et survivront jusqu’a lintervalle [t, ¢ + dt].

Le critere 7/ (t) = 1 correspond au cas limite ot le délai augmente & la méme vitesse
que le temps s’écoule. Passé ce seuil (77,(¢) > 1), le phénomene présenté en figure (2.1])
entre en jeu et il ne faut plus faire passer les larves en t — 7,,,(¢) a I'état adulte (comme
elles y sont déja) en désactivant le flux ¢ (t) (i.e. ¢pr_a(t) = 0 pour ces temps).Il
ne pourra pas étre réactivé aussitot que 7, (t) < 1 mais il faudra plutot attendre que
t — T (t) «rattrape» le dernier point ou le flux avait été actif.

Le systeme qui découle de ces remarques est gouverné par les équations

%ﬁt) = B()A(t) — dr—a(t) — pr(t)L(t)
%ﬁ’f) = ¢ra(t) — pa(t)At)

(2.8)

ol ¢r—(t) est donné par I’équation (2.7) lorsque le flux est activé et par ¢y 4(t) =0
lorsqu’il ne l'est pas. Ce systéme permet la variation du délai 7,,(¢) (ainsi que de ses
autres parametres), est auto-cohérent et peut étre résolu de fagon numérique au prix de
quelques modifications des algorithmes d’intégration. Néanmoins, il reste assez lour
et son obtention est inesthétique comparativement aux méthodes simples et directes du
chapitre [

De plus, ce systeme permet de varier le délai entre le temps actuel et 'instant ou
ont été produites les larves passant maintenant a 1’état adulte, certes, mais est-ce la
réellement ce que 'on souhaite obtenir ? Si les conditions extérieures (e.g. température)
sont favorables a un développement rapide des larves en un temps ¢ mais qu’elles se
détériorent peu apres, on a 7,(t) < 7, (t +€) ou 0 < € < 7,,(t). Si la variation des
conditions est suffisante pour que 7/ (t + €) > 1, la situation décrite jusqu’ici prévoit

6Ceci est d’autant plus vrai pour un modele utilisant des distributions de délais (telles que celles de
la section (ZI.3])) pouvant cette fois varier dans le temps.
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qu’aucune larve n’atteindra 1’état adulte pendant un certain temps (approximativement
d’une durée de 7,,,(t+€) —7,,(t) s’il n’y a pas d’autres variations) et ce comportement est
consistant avec une telle variation du délai. Par contre, d'un point de vue «biologique»,
certaines larves étaient probablement déja en un point avancées dans leur processus de
maturation a l'instant ¢ + € et devraient passer a l’état adulte bientot, ne créant ainsi
pas de coupure nette ou aucun nouvel adulte n’est produit. Il est possible d’imaginer
une fonction 7,,(¢) variant plus lentement et tenant compte de cet effet de «mémoire»
des conditions (ou délais) passées mais d’autres types de modeles sont mieux adaptés
et tiennent intrinsequement compte de ce genre de situations.

2.2 Une méthode Monte Carlo

Les méthodes de type Monte Carlo se distinguent des autres méthodes numériques
par leur utilisation de distributions aléatoires dans leur algorithme. Cette section pré-
sente de fagon plutot conciseEl une méthode Monte Carlo pour traiter des situations
épidémiologiques ou des délais interviennent et sont importants dans la dynamique du
systeme. On introduit d’abord le modele de base puis y ajoute quelques variations et le
compare a ceux présentés jusqu’a présent.

2.2.1 Le modele

On souhaite modéliser une situation ot un délai 7 s’écoule entre deux événements
affectant des individus. La méthode introduite ici consiste simplement a mettre de coté
pendant un temps 7 les individus affectés par le premier événement puis leur faire su-
bir le second événement lorsque ce temps est écoulé. Si la population considérée est
constituée d’'un nombre suffisamment petit d’individus discrets (e.g. un petit nombre
d’humains, des bétes d’élevage etc.), il peut étre envisageable de considérer chaque
individu de facon indépendante et isolée. Par contre, pour des populations plus considé-
rables (e.g. des populations d’insectes, de rongeurs etc.), il est plus réaliste d’'un point
de vue numérique de regrouper ces individus en groupes plutot que de les traiter indi-
viduellement.

Lorsque le délai entre les deux événements n’est pas bien défini mais plutot fourni

"Ce modele n’a pas été étudié dans le cadre du travail rapporté dans ce mémoire. Il a fait I’'objet
d’une conversation personnelle [7] aprés une conférence [8] et est mentionné ici en tant qu’alternative
possible. Tl s’avere de plus trés utile sur le plan conceptuel & la section ([B.2)).
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par une distribution p(7) (comme a la section ([ZI1.3])), il est possible de sélectionner
aléatoirement un délai dans cette distribution pour chacun des groupes (d’ou la dési-
gnation «Monte Carlo»). La distribution p(7) peut étre quelconque (en autant qu’elle
puisse étre normalisée) et il s’agit 1a en fait de I'un des attraits majeurs de cette mé-
thode. Dans une telle approche, 'utilisation d'un nombre plus élevé de groupes apporte
de meilleurs résultats et il est normalement nécessaire d’en effectuer une moyenne sur
plusieurs réalisations.

La question du choix de la méthode utilisée pour former les groupes est délicate. Il
est par exemple possible de former un nouveau groupe a intervalles de temps constants
ou encore d’accumuler le flux d’entrée jusqu’a une certaine valeur avant de former un
groupe, uniformisant ainsi leur contenu en individu plutot que leur distribution tempo-
relle. La seconde méthode concentre probablement mieux les ressources numériques de
la simulation aux «endroits» qui semblent importants mais risque de ne pas en déployer
suffisamment la ou la dynamique est plus lente. Il est donc envisageable de considérer
une méthode intermédiaire formant des groupes relativement uniformes mais jamais
séparés temporellement par plus d’une certaine quantité. Dans tous les cas, on doit
considérer la quantité de ressources libérées suite a I’écoulement du délai des groupes
lors de I'attribution de nouvelles ressources. Il s’avere cependant que ce modele possede
certains avantages pouvant justifier ces nouvelles complications d’ordre numérique.

2.2.2 Caractéristiques du modele

Le modele présenté en section (2.2.]) est tres «direct» dans le sens ot on traite un
délai entre deux événements par une simple attente d’une durée de ce délai. Il en découle
un avantage considérable sur le modele a équations différentielles a délais présenté en
section (2.J]) : aucun prétraitement n’est nécessaire a I’écriture d’un modele Monte Carlo
de ce type.

Ainsi, on peut considérer chacun des groupes comme un compartiment A indé-
pendant ou un indice k différent est attribué a chaque groupe. Si ces individus sont
susceptibles a une mortalité i, on peut écrire

dAL(t)
dt

— A1) (2.9)

pour chacun de ces compartiments et le nombre total d’individus actuellement dans cet
état intermédiaire entre deux événements est simplement donné par la somme ), Ay (?)
en tout temps t. De plus, ceci reste vrai si 'on modifie la distribution p(7) au fil du
temps.
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I est mentionné en section (Z.1.4) qu'un modele pouvait étre auto-cohérent face a
un délai 7(t) pouvant varier dans le temps sans pour autant correctement représenter
la situation biologique que l'on a tenté de modéliser. Dans les systemes a équations
différentielles a délais de la section (2.]), ce qui se produit a I'instant ¢ est fonction de
ce qui s’est produit a l'instant ¢t* = t—7(¢). Dans le modeéle Monte Carlo tel qu’introduit
jusqu’ici, ce qui se produit a l'instant ¢ est fonction de ce qui s’est produit a I'instant
t* =t — 7(t*). Or, on peut s’attendre a ce que dans un systéme biologique le délai
entre les instants t* et ¢ soit fonction des conditions du systeme durant tout 'intervalle
[t*,t]. Il est également mentionné en (2.I.4) qu’il peut étre possible de convertir 7(¢) en
une fonction 7(t) tenant compte de ces phénomenes (par un processus s’apparentant a
un filtre passe-bas) mais qu’une telle entreprise risque de s’avérer périlleuse. Le modele
Monte Carlo introduit dans cette section est beaucoup mieux adapté a un tel ajout.

Soit une quantité z, € [0, 1] définie pour chacun des groupes k comme étant nulle a
I'instant ¢} ou le processus «d’attente» est déclenché et comme x = 1 a l'instant ¢ ou
il se termine. Les valeurs intermédiaires peuvent étre obtenues grace a

x(t) = /t*t m(t")dt’ (2.10)

ou le taux m(t) est défini comme respectant

Dans le cas d'un délai indépendant du temps, on a m = 1/7 et on peut remarquer une
correspondance directe avec les modeles de type SEI ou ceux de passage d'un stade
évolutif & un autre du chapitre [[l On peut généraliser cette relation au cas dépendant
du temps m(t) = 1/7(t) si on définit 7(¢) comme correspondant au délai qui aurait
été nécessaire si les conditions aux temps passés et futurs correspondent toutes a celles
régnant actuellement. On montre en section ([B.1.4) que cette fagon de procéder est entre
autre compatible avec les «degrés-jours» utilisés en biologie.

Contrairement au modele a équations différentielles a délai de la section (2.1]), ce
modele Monte Carlo peut étre transposé directemen‘tﬁ vers un cas ot la mortalité (équa-
tion (2.9)) est jointe a une distribution de délais p(7,t) dépendante du temps, sans

8Une légere difficulté survient lorsque I’on souhaite rendre la distribution de délais dépendante du
temps : si le délai est sélectionné aléatoirement dans la distribution lorsque le groupe est créé, comment
le modifier dans le temps par la suite ? Lorsque la variation dans le temps de la distribution correspond a
une translation, i.e. p(,t) = p(7(t)+7), la réponse a cette question est simple : sélectionner un délai 7y
au hasard dans la distribution mais en utilisant 7(¢) = 0 puis par la suite utiliser my(t) = 1/(m + 7(¢))
dans I’équation (2I0)). Si la forme de la distribution est affectée par 1’évolution temporelle, une solution
possible serait de conserver la «position relative» dans la distribution du délai sélectionné aléatoirement
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intégration partielle préalable du modele. Malgré le fait que de grandes quantités de
ressources informatiques peuvent étre nécessaires pour obtenir la précision désirée, I’ap-
proche Monte Carlo est d’implantation aisé et demeure compétitive sur le plan com-
putationnel dans plusieurs cas. Cependant, cette méthode est tres numérique et est
difficilement utilisable d’un point de vue analytique. Le modele introduit en section
B2) lui emprunte tout de méme certains concepts dans le but d’accélérer les calculs
d’un modele tres général découlant conceptuellement des chaines de compartiments de
la section suivante.

2.3 Chaines de compartiments

On mentionne a la fin de la section (L.3.4]) qu'un modele de type SEI contenant une
succession d'un grand nombre de compartiments exposés E (formant ainsi un modele
SE"I) permet de mieux tenir compte des délais que les simples modeles SEI qui y sont
présentés. Cette section a pour but de justifier ces allégations ainsi que de préparer le
terrain pour les modeles diffusifs introduits au chapitre

2.3.1 Correspondance avec un délai

Soit une séquence de n compartiments A, ou k € {0,1,...,n — 1}. On souhaite
que le flux ¢;(¢t) d’'individus introduits dans le compartiment Ay en l'instant ¢ quitte
le compartiment A, _; au temps t + 7. Les modeles de type SEI (sans mortalité) du
chapitre [ correspondent au cas n = 1 gouverné par 1’équation

dAot) |
7 ¢i(t) — ;Ao(t)

ott le flux de sortie est donné par @,(t) = 771 Ay(t). On peut enchainer n > 1 de ces
compartiments en utilisant le flux de sortie de I'un d’entre eux comme flux d’entrée du
suivant. Les individus doivent cependant passer un temps 7/n dans chacun de ces com-
partiments pour qu’ils prennent au total un temps 7 pour traverser les n compartiments.

au temps t et ce pour tout les temps t ultérieurs. Puisque la distribution est normalisée, ce critere

peut s’écrire fol/mk(t) p(r' t)dr' = Ol/m’“(tk) (7', ty)d7T' ¥ t > t. Cette procédure reste tout de méme

relativement simple.
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Le systeme devient donc

d Ao (1) n

— = %) = —Al(t)

dAx(?) (2.11)
;t = g(Ak_l(t) —At) ¥V ke{l,2,....n—1}

et le flux de sortie est cette fois donné par ¢,(t) = nt 1A, (¢).

La section (B.I]) de 'annexe [Blmontre que lorsqu’un nombre infini de compartiments
est utilisé, le systeme (2Z11]) a pour solution ¢,(t) = ¢;(t — 7) et correspond donc a un
délai. Pour un nombre de compartiments fini mais tout de méme tres grand, les sections
B.3) et (B.4) montrent que le flux réel est plutot donné (approximativement) par la

o(0) = (ﬁe—n@—r) /@ )) (21

convolution

27T
Go(t) ~ (px i) () . (2.13)

La correspondance avec un délai n’est donc pas parfaite puisque des variations rapides
dans ¢; ne se répercutent pas directement sur ¢,. En plus d’étre retardé par un délai 7, le
flux de sortie correspond a une version filtrée du flux d’entrée telle que I’on obtiendrait en
effectuant une moyenne glissante avec un poids gaussien d’écart type 7//n. Augmenter
le nombre de compartiment rend donc le systéeme plus représentatif d’un réel délai mais
la convergence est plutot lente, de 'ordre de y/n. Ce phénomene correspondant & une
«erreur» par rapport a un réel délai 7 mais il est également possible d’en profiter afin
de tenir compte de variabilité dans le délai.

2.3.2 Vers un modele diffusif

La section (L.3.4]) mentionne qu'un modele de type SE"I avec n élevé traite mieux les
systemes contenant des délais qu'un modele SEI de base. On explique en section (2.3.1))
qu’il existe une correspondance directe entre une chaine infinie de compartiments et un
modele a équations différentielles a délais tel que ceux de la section (2.]). Méme lorsque
n reste fini, les sections (B.3)) et (B.4)) montrent que, pour un nombre suffisamment élevé
de compartiments, le délai nécessaire pour traverser les n compartiments correspond en
moyenne au délai 7 que 1’'on souhaite obtenir.

Cependant, on observe également un étalement des distributions pour des chaines
finies. Il s’avere que ce phénomene, pouvant étre per¢u comme une erreur de modéli-
sation, peut également correspondre a une distribution de délais p(7) (équation (2.12]))
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telles que celles utilisées en sections (ZI3) et ([2.2)). En effet, une impulsion ¢;(t) = d(¢)
apporte une sortie ¢,(t) = p(t) et des individus entrant tous dans la chaine au méme
instant la quitteront apres des délais 7 différents respectant la distribution p(7).

Les chaines de compartiments peuvent donc étre utilisées pour modéliser des dis-
tributions de délais a la condition que ces distributions soient approximativement des
Gaussiennes. Le fait que plusieurs phénomenes naturels montrent une distribution de
délais gaussienne, di au théoreme central de la limite, rend cette possibilité intéres-
sante. Cependant, on doit également considérer que I'écart type 7/4/n est directement
lié au délai par le facteur 1/\/n et que n doit étre entier et suffisamment grand. Le
premier de ces criteres, soit n € N*, réduit les choix d’écart type possibles lorsqu’ils
sont pres de 7. Ceci n’est pas vraiment contraignant puisque ’erreur commise par cette
modélisation en chaine de compartiment est déja assez grande dans cette limite. Pour
ce qui est du second critere, soit que n soit suffisamment grand, 1’expérience montre
que ce genre de modeles apporte des résultats satisfaisants pour n > 10. Si la forme
de la distribution n’est pas particulierement importante, il est possible d’utiliser des
quantités aussi petites que n = 3 ou 4 mais mieux vaut alors calculer la forme de p(7)
a partir de la «réponse impulsionnelles (formalisme de la section (B.4])) plutot que de
considérer qu’il s’agit d’'une Gaussienne.

Le délai peut étre directement rendu dépendant du temps sans aucune autre modi-
fication du systeme. Cependant, puisque le parametre n est fixé pour un modele donné,
I’écart type de la distribution sera également affecté par la modification du délai moyen.
Puisqu’il s’agit de modeles compartimentaux, on peut également ajouter la mortalité
au modele sans aucun prétraitement ni modification particuliere autre que le simple
ajout du terme de mortalité

dAg(t)
dt

- g (Ap_1(t) — Ap(t)) — pAR(t)

Ces modeles a chaine de compartiments possedent donc ’élégance des modeles com-
partimentaux du chapitre [I] (construction simple et absence de prétraitement) tout en
pouvant, dans une certaine limite, traiter correctement des distributions de délais. De
plus, les traitements de l’annexe [B]l montrent qu’il existe une correspondance entre la
position relative d’un compartiment dans la chaine et un «niveau de développement»
x comparable a celui de I"équation (Z.I0), ceci permettant une meilleure représenta-
tion de la situation naturelle que ne l'aurait fait un modele a équations différentielles
a délais. Ils présentent également ’avantage de pouvoir étre étudiés analytiquement a
'aide de I’analyse de stabilité présentée en section (L2.2)) et élaborée en section (A.I]).
Ils possedent cependant des restrictions quant a la distribution de délais et notam-
ment, leur écart type est contraint a étre une fraction 1/y/n de leur délai ou n est lui
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méme contraint a une certaine fourchette de valeurs. Le nombre de compartiments doit
étre suffisamment grand pour que 'on puisse utiliser I'approximation gaussienne mais
également suffisamment petit pour que le systeme puisse étre intégré numériquement.

La section (B.3) montre que les solution des chaines de compartiments répondent a
une équation aux dérivées partielles importante en physique : I’équation de diffusion.
Il s’avere que les solutions de cette équation possedent les mémes avantages que ceux
venants d’étre mentionnés pour les chaines de compartiments tout en permettant de
relaxer certaines contraintes génantes. Le chapitre [3] fait usage de 1’équation de diffusion
comme noyau d'un modele aux richesses étonnantes.



Chapitre 3

Sur les délais 11

Au chapitre [Tl on énonce que I'une des conditions nécessaires a 'utilisation de mo-
deles compartimentaux est que la dynamique d’un individu soit indépendante du temps
écoulé depuis qu’il est dans ce compartiment. Jointe a d’autres hypotheses simplifica-
trices, cette condition permet la construction de modeles simples et élégants applicables
a une multitude de situations. Cependant, il s’avere que c¢’est cette méme condition qui
rend inadéquat le traitement des délais par ces modeles. Au chapitre[2 trois alternatives
ont été explorées pour contourner ce probleme : gérer certains flux en observant direc-
tement un état passé du systeme plutot que I’état actuel, discrétiser les populations en
des groupes d’individus ayant passé un temps semblable dans cet état pour pouvoir les
traiter de la méme facon et enfin enchainer un grand nombre de compartiments dans
I'idée que ceux placés plus loin dans la séquence devraient normalement contenir des
individus ajoutés a la chaine il y a plus longtemps que ceux placés au tout début. C’est
a cette derniere approche que ce chapitre emprunte le plus de concepts en introduisant
les modeles diffusifs. En plus d’étre tres généraux et simples d’utilisation, ils permettent
de conserver des informations sur ’historique des individus et donc de traiter adéquate-
ment les délais. En effectuant certaines approximations additionnelles et en récupérant
certains concepts des modeles Monte Carlo du chapitre précédent, on trouve une solu-
tion semi-analytique a ces modeles diffusifs et introduit ainsi des modeles basés sur une
approche en cohortes.
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3.1 Modeles diffusifs

On constate en section ([23) que la position d’'un compartiment dans une chaine
apporte des informations sur le temps écoulé depuis que les individus qu’il contient ont
été ajoutés a la chaine. On y voit également que cette mémoire est parfaite dans la limite
ol un nombre infini de compartiments est utilisé et qu’il y a correspondance avec un
modele a délais sans les complications de ce dernier reliées au prétraitement. Dans cette
limite, la dynamique d’une chaine de compartiments correspond a celle de ’équation de
transport (section (B.I)) et il est possible de d’utiliser cette équation pour concevoir un
modele profitant des avantages d'une chaine de compartiments inﬁni. Cependant, il
s’avere que «l’erreur» commise en utilisant un nombre fini de compartiments permet de
tenir compte d’une distribution de délais et on voit en section (B.A) que la dynamique
du systeme s’approche alors plutot de celle de 1’équation de diffusion. C’est afin de
profiter simultanément de tous ces avantages que cette section élabore un modele basé
sur cette derniere équation.

3.1.1 Postulat des modeles diffusifs

Soit la quantité z € R caractérisant l’étaiﬁ d’un individu faisant partie d’'un com-
partiment A. On définit la densité d’individus A(x,t) de fagon a ce qu’il y ait A(x,t)dx
individus dont I’état est compris dans l'intervalle infinitésimal [x, x4+ dz] au temps . Le
nombre d’individus tout état confondu dans le compartiment A est au temps t donné

par A(t) = [ A« t)dz’.

On peut remarquer que ce formalisme est tres semblable a celui utilisé en section
23) lorsque l'on y effectue I'approximation qu’'une séquence d’un grand nombre de
compartiments puisse étre considérée comme continue. Cette approximation permet
d’y constater que la solution d’un tel systeme tend asymptotiquement vers la solution
de I’équation de diffusion. On y mentionne également qu’il s’avere exister une correspon-
dance directe entre ces solutions et un systeme possédant une distribution gaussienne
de délais.

IEn fait, il est tout a fait logique et justifiable d’utiliser ’équation de transport pour modéliser un

vieillissement d’individus (translation dans 'espace d’age) sans avoir a établir de lien avec une chaine
de compartiments (e.g. [13]).

20n voit dans les sections suivantes que cet état, défini ici de facon tout & fait générale, peut étre
utilisé pour caractériser I’age des individus, leur niveau de développement, la progression de 'incubation
d’une maladie etc.
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On postule le modéle diffusif respectant 1’équation de diffusion

OA(z,t)  _PA(z,t)  OA(x,1)
5 D 2w Vo pA(zx,t) (3.1)

ou D est le coefficient de diffusion, v la vitesse de déplacement dans la direction des x

positifs et 1 le taux de pertes (normalement dues a la mortalité). Ce postulat est justifié
a posteriori en section ([B.I2) par le fait qu'il correspond, dans certaines limites, a un
compartiment conservant la mémoire du temps depuis lequel on lui a ajouté chacun des
individus. De facon plus générale, on voit également que ses solutions détiennent des
caractéristiques tres intéressantes pour un modele tel que celui que I'on souhaite établir.

3.1.2 Correspondance avec un compartiment a mémoire

Cette section a pour but de montrer que lorsque D = 0 et v = 1 pour tout ¢, le
modele diffusif postulée en section ([BLI]) correspond directement a un compartiment
muni d’'une mortalité p et conservant la mémoire du «temps écoulé» x depuis lequel
chacun des individus le composant a été ajouté en x = 0. Dans de telles conditions, le
modele devient

OA(x,t)  DA(x,t)

ot ox

Cette équation de transport est trés semblable a I'équation (B3]) de la section (B.))
a la différence qu’elle possede un «amortissement» p. Elle a pour solution A(x,t) =
Alx —t' t —t)e

pA(z,t) . (3.2)

OA(z, b+ 1) DA(2 1)
el LINLPA B e
T o |, " (%,1)

INA(x —t', t)e OA(
(Aot _0A)

t'=0 r'=x
_ /814(.1’ — t/ t) oy 8A(QU, t)
ut ) _ utA oy — ) — A

(e 2 —pea )| =252

DA(!, 1) DAW 1)
— T . — ILLA([Z}',t) = — T o — ,U/A(,T, t)

On souhaite que la seule «source» d’individus présents dans le compartiment A soit le
flux ¢;(t) ajouté en x = 0 a chaque instant ¢ et de fagon plus concrete, ceci correspond a
une condition de Dirichlefd A(0,t) = ¢;(t) a la frontiere gauche du domaine x € [0, o0o].
La solution sera donc reliée au flux par

Az, t) = e "ot — x) (3.3)

3Ceci est particulier au cas D = 0 et v = 1.
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et on peut observer que les A(z,t)dz individus ayant un parametre d’état dans l'inter-
valle [z, x4+ dx] au temps ¢ sont les survivants des ¢(t — x)dz = ¢(t — x)dt individus qui
ont été ajoutés au compartiment = unités de temps auparavant (avec un taux de survie
de e #*). La variable d’état = représente donc en quelque sorte I'«age» des individus du
compartiment. En fait, si les nouveaux individus ajoutés par le flux ¢(t) correspondent
a des individus venant de naitre, I’analogie avec I’age est complete.

La forme de I’équation (B.3]) n’est pas sans rappeler celle des équations différentielles
a délai de la section (2.II). Aussi, si 'on désire que le compartiment L représente des
larves d’insectes ajoutées en x = 0 par le flux ¢4(t) et passant a 1'état adulte lorsqu’elles
atteignent I’age x = 7,,,, le nombre de nouveaux adultes produit pendant I'intervalle de
temps [t,t + dt] sera L(7,,,t)dt = e "™ pz(t — 7,,)dt, soit le méme que celui prédit par
I’équation (2.3]).

Les équations ([3.3) et (2.3]) sont néanmoins totalement différentes sur le plan concep-
tuel : la premiere est la solution du modele représenté par I’équation ([B.2) alors que la
seconde fait partie des postulats nécessaires a ’écriture d’'un modele a équations dif-
férentielles & délai. De plus, on a vu que I'équation (23]) n’est plus valide lorsque la
mortalité p était rendu fonction du temps et il en sera bien entendu de méme pour
B3). Cependant, I’équation transport ([3.2)) tient toujours si 'on y effectue une simple
substitution de la mortalité pour p(t) et en fait, on peut méme utiliser p(z,t) pour la
rendre dépendante de 'age x.

Il est donc possible d’utiliser une version simplifiée de I’équation de diffusion (3.1])
pour produire un modele conservant la mémoire du «temps écoulé» depuis que les
individus ont été ajoutés aux compartiments le composant. On voit plus loin qu'un
modele diffusif complet permet ces mémes possibilités en plus de posséder d’autres
avantages intéressants. Pour ce faire, une solution plus générale des modeles diffusifs
est nécessaire.

3.1.3 Solutions de I’équation de diffusion

Lorsque les modeles diffusifs ne possedent pas de frontieres, il peuvent étre solu-
tionnés analytiquement et ce méme pour des parametres D(t), v(t) et p(t) variant en
fonction du temps. On obtient d’abord la solution de I’équation de diffusion pour une
condition initiale A(x,0) = d(x) grace a I’ Ansatz

o A ()
A(:E,t)—ma(t) p< ) (3.4)
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ot o(t), Z(t) et A(t) sont des fonctions indéterminées du temps correspondant respecti-
vement a I’écart type, la moyenne et 1’aire (population totale) de la distribution A(z,t).
Pour les déterminer et vérifier I’Ansatz, on introduit cette solution dans I’équation de

diffusion (B.1))

((x —z(t)* 1 ) do(t) (x—z)dz(t) 1 dA(t)
a3(t) o(t)

On souhaite que la population totale fl(t) soit uniquement dépendante de la mor-
talité 1(t) et on souhaite donc que leur contribution a I’équation (3. se compense
1 dA(t)

fl(t)T = —M(t)

Cette équation est séparable et de solution

A(t) = e~ Jontthar
ol la condition initiale A(0) = 1 a été utilisée. Dans le cas particulier ot ju(t) = ju est

indépendant du temps, I'aire est donnée par fl(t) = ¢ ", De la méme facon, on souhaite
que la moyenne Z(t) soit uniquement dépendante de la vitesse v(t) et demande donc

LoD (e s

o%(t) dt

a?(t)

qui est également séparable. La solution est

ot on a utilisé z(0) = 0. Pour une vitesse v(t) = v indépendante du temps, la moyenne
est donc simplement Z(t) = vt. Enfin, on demande que o(t) ne dépende que de D(t) et
il faut

dt ot

a3(t) o(t)

((x—l“(lt))2 1 )da(t) D(t) <($—l“(t))2 2 )
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qui est également séparable et a pour solution

o(t) =2 /0 t D(t")at'

ot on a utilisé o(0) = 0. Pour un coefficient de diffusion D(¢) = D constant, la variance
est simplement donnée par o%(t) = 2Dt.

L’Ansatz (B.4) étant vérifié, la linéarité de I’équation de diffusion permet d’utiliser
a nouveau la méthode de convolution introduite en (B.3]) pour obtenir la solution de
I’équation de diffusion ([B.I.T]) avec une condition initiale quelconque A(z,0) = Ag(x)

Az, t) = (Ao * At)(fﬂ)

ot Ay(x) = A(x,t). Les propriétés de la convolution mentionnée en section (B.3) per-
mettent d’obtenir I'aire (population totale du compartiment), la moyenne et 1’écart type
de la solution A(x,t)

A(t) = A(0)A(t) = A(0)e™ JontHd
<5L’>A(m,t) = <$>AO + f’(t) = <;1;'>AO +/0 U(t,)dt/ (36)

V@ = (@) i) a0 = @ = (@) o) a0 + 0%(0)

= \/((x — (%) AP 20 + 2/0 D(t")dt!

Chacune de ces quantités peut étre associée a un terme de I’équation ([B.]) qui & son
tour peut étre lié & un phénomene dont on souhaite que les modeles diffusifs puissent
tenir compte. Ainsi, la variation de la population totale A(t) est attribuable au terme
d’amortissement —pA(x,t) de I'équation de diffusion et correspond a un retrait du
systeme de certains individus, normalement pour cause de mortalité. Quant a elle, la
quantité (z) e, est gouvernée par le terme propagateur —vOA(x,t)/0x et sa varia-
tion reflete la progression moyenne des individus dans 'espace x. Enfin, I'écart type

\/<(SL’ — () iay)?) At gouverné par le terme diffusif DG?A(x, ) /0x?, est une mesure
de la dispersion des individus dans leur espace x. La signification biologique exacte de
ces deux derniers parametres dépend de celle que I'on donne a la variable d’état . Un
choix judicieux de cette derniere permet de tenir compte de phénomenes biologiques
importants.

3.1.4 Correspondance avec les degrés-jours cumulés

En section ([BI.2), une correspondance a été établie entre une version simplifiée des
modeles diffusifs et un modele compartimental conservant 'information de «l’age» des
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individus le composant. Il ne s’agit cependant pas de la seule facon de procéder et
«l’age» n’est pas la seule signification que le parametre x puisse prendre.

Une quantité de signification biologique importante est le nombre de degrés-jours
7 (t) cumulés au dessus d’un seuil T depuis un temps ¢y au temps ¢ définis comme

t
7() - [ (1)~ H(r(t) - 1) (3.7)
to
ou T'(t) est la température de I'environnement au temps ¢ et H(z) la fonction de Hea-
viside
0 siz<O
H(z)=4{1 siz=0
1 siz>1

En effet, I’'accumulation d’une certaine quantité critique 7. de degrés-jours est néces-
saire a la réalisation de plusieurs phénomenes biologiques comme le bourgeonnement de
certaines plantes, la maturation de plusieurs larves d’insectes et I'incubation de nom-
breuses maladies. Une telle situation peut étre directement modélisée grace a un modele
diffusif pour lequel D = 0 et v(t) = (T(t)—Ty) H (T (t)—T}). En effet, les résultats de la
section (B13) indiquent qu'une condition initiale A(x,0) = d(z) apporte une solutionl]

t
Az, t) =6 (x - / v(t’)dt’) e~ Jo n(t)ar
0
t
—5 (;,; - / (T(t) - T)H(T(t) - Ts)dt’) ¢ Iy u(t)ar
0

et donc que pour une condition initiale quelconque A(x,0) = Ag(x)

Az, t) = Agx A
= 4 (:1: — /0 t (T(t) — T\)H(T(t) - Ts)dt’) e Jo (! (3.8)
ou on a utilisé les propriétés de convolution d’un 0 de Dirac. Puisque
T — /0 t (T(t") - T)H(T(t') — T)dt’
. / (T() - T H(T() — T,)dt — /0 * (1) - T H(T() — T,)dt
to

=z—T(t)— /Oto (T(t") - T)H(T (') — T)dt’

4On a ici considéré la mortalité u(t) comme indépendante de z. Cette condition n’est pas nécessaire
a l’établissement d’une correspondance entre les modeles diffusifs et les degrés-jours cumulés mais
simplifie Pexpression des solutions A(x,t) et A(z,1).
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on peut établir le lien entre l'instant ¢y et 'instant ¢ comme

A(x, t) = A (SL’ _ T(t), tO) e ftto wu(thdt

De la méme fagon que l'état x peut en section ([B.I.2) étre identifié & un «age», il
peut ici étre considéré comme le nombre de degrés-jours cumulés par un individu de-
puis son introduction dans le compartiment. Ainsi, le nombre d’individus ayant cumulé
un nombre de degrés jours dans lintervalle [7;, 7. + d7] au temps ¢ sera donné par
A(7.,1)dT . Cependant, le lien entre dt et d7 n’est pas direct comme en section ([B.1.2]),
ou dt = dx, mais plutot donné par

t
dT = %dt = dt% (T(t") = T)H(T(t') — T,)dt' = (T'(t') = T,)H(T(t'") — Ty)dt
0
et done, A(7,t)(T(t') — T,) H(T(t') — T,)dt individus atteignent le nombre de degrés-

jours critique 7. pendant l'intervalle de temps [t, ¢ + dt].

Puisque 7. est constant, on peut obtenir la variable d’état = 7 /7. en utilisant
simplement v(t) = (T'(t) — 1) H (T'(t) — 1) /7. plutot que son ancienne valeur. Une
telle variable x est normalisée de facon a ce que le seuil critique soit a x = 1 et reflete
donc le niveau de complétion de I'étape qu’elle caractérise. On appelle par exemple x
le niweau de développement] dans le cas ou le seuil correspond au passage d'un stade
évolutif a un autre et le niveau d’infection dans le cas ou il s’agit de la fin d’une phase
d’incubation d'une maladie.

Les modeles diffusifs permettent de modéliser une multitude de situations néces-
sitant ’accumulation d’une certaine quantité jusqu’a une certaine valeur critique ou
encore avec une certaine distribution autour de cette valeur. Dans maintes situations
biologiques, cette distribution s’approche d’une Gaussienne (explicable par le théoreme
central de la limite) et la section (B.LH) explique comment un modele diffusif peut tenir
compte de ce genre de distributions.

3.1.5 Généralité de I’équation de diffusion

Les sections (3.1.2) et (3.1.4)) montrent que la dimension d’état x peut représenter
I’age des individus ou la quantité de degrés-jours qu’ils ont cumulés lorsque 'on effectue
un choix judicieux pour le parametre v. A la fin de la section (B.14), on a mentionne que
ces échelles peuvent étre normalisées de fagon a ce que I’événement attendu se produise
a la valeur critique z = 1.

5Cette définition de niveau de développement est compatible avec celle utilisée en section ([Z3).
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De facon plus générale, si le parametre v est choisi de fagon qu’un événement par-
ticulier se produise au temps t* tel que

S /t* o(t)dt (3.9)

0

est respecté, alors les individus ajoutés a l'instant ¢ = ¢, au point z = 0 d’un modele
diffusif A ou D = 0 atteindront son point z = z. a U'instant ¢t = ¢*. Pour un modele
semblable utilisant © = v/x. plutdt que v (et toujours pour D = 0), les individus ajoutés
en z = (0 au temps t = ¢ atteindront * = 1 a ce méme temps t*.

Maintenant, si D > 0, la méthode utilisée en section (2.3.2)) permet de constater que
les individus ajoutés en x = 0 au temps t = ty n’atteindront pas le point critique x = z,.
au méme instant puisque leur distribution a subi un étalement pendant leur trajet. Dans
ces conditions, le flux ¢,(t) d’individus traversant ce seuil critique a chaque instant ¢
est

o(t) ze—Z(t))2 /(202 (¢t

bo(t) = me (ze=2(1))%/(20%(1)) (3.10)
exprimé en fraction de la population totaleﬁ ajoutée en x = 0 a t = tg. Si z(t) est
strictementﬁ croissant, le théoreme des fonctions implicites garanti I'existence d’une
fonction ¢(Z) permettant de connaitre le temps correspondant & une position moyenne
T donnée. On peut ainsi connaitre 'écart type o(¢(z)) de la distribution en fonction
de la position de sa moyenne et en renversant la perspective, ceci permet d’écrire une
distribution de valeurs critiques z. équivalente

b @en/eetee)
2mo(t(x))

V() s /eo )
) e @) 3.11
V2mo (t*) (3:11)

I'approximation étant valide pour v(¢) variant lentement et D(t) petitH. Ceci permet de

P, (x) =

constater qu'un cas utilisant un coefficient de diffusion D > 0 et une valeur critique z.

6Le cas normalisé est retrouvé en utilisant . = 1.

"Dt & la variation de o(t) dans le temps, il n’est pas garanti que l'intégrale ffooo 0o (t')dt’ donne
exactement la population totale ajoutée en x = 0 & t = to. En fait, le flux n’est pas donné par ¢,(t) =
vA(z¢,t) mais plutdt par ¢,(t) = vA(ze,t) — DOA(z¢,t)/0x. Ceci n’invalide pas la démonstration
actuelle (qu'un D > 0 permet d’introduire une certaine distribution de la quantité x nécessaire) mais
affecte I’expression exacte des équations.

8Ceci nécessite v(t) > 0V t. Alors qu’il est biologiquement justifiable de ne pas considérer les valeurs
négatives, il n’en est pas de méme pour le cas v(t) = 0. On choisi ici d’imposer Z(t) strictement croissant
pour faciliter la démonstration mais on peut montrer (e.g. en travaillant sous forme paramétrique en
t) que ceci reste vrai si v(t) = 0 pour certains t.

9Ces conditions sont nécessaires afin que la forme de la distribution reste sensiblement la méme au
cours du passage de la valeur critique et que ce passage s’effectue a une vitesse relativement constante.
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possede une correspondance avec un cas utilisant un coefficient de diffusion D = 0 et
une distribution de valeurs critiques p,, (z). Dans les limites ou elle est valide, I’équation
(BII) montre que cette distribution est approximativement gaussienne avec un écart
type o(t*) et une moyenne z..

L’emploi de I’équation de diffusion pour la conception d'un modele épidémiologique
peut donc étre justifié par le fait que ses solutions permettent de tenir compte de dé-
lais ou de distributions de délais@. De plus, il est non seulement possible de créer une
grande diversité de modeles permettant de représenter une multitude de de situations
différentes mais également de tenir compte de plus d’une de ces situations a l'intérieur
du méme modele. C’est a cette fin que la section ([B.I.0) présente une version géné-
ralisée multidimensionnelle des modeles diffusifs pouvant traiter des cas ou plus d'un
phénomene affectent simultanément les individus.

3.1.6 Diffusion multidimensionnelle

On a vu que les modeles diffusifs pouvaient permettre de tenir compte de I’age des in-
dividus, de tenir compte du nombre de degrés-jours cumulés par ces individus au dessus
d’une certaine valeur seuil ou encore de modéliser tout processus semblable possédant
un seuil critique pouvant étre exprimé sous la forme ([3.9). Or, que ce produit-il lorsque
I’on souhaite considérer une situation nécessitant plus d’une de ces fonctionnalités ?

Une solution possible serait d’utiliser la dimension d’état x pour modéliser I'age
puis d’établir un lien entre cette quantité et les autres quantités d’intérét. Cependant,
une telle procédure s’avere lourde et plusieurs des avantages des modeles diffusifs sont
perdus dans cette démarche. Une solution plus intéressante consiste a ajouter autant
de dimensions d’états au systeme qu’il en est nécessaire pour tenir compte de tout ces
seuils. Un systeme possédant d de ces dimensions prend la forme

0A(x,t) DP?A(x,t) D?A(x,t) 0A(x,t) 0A(x,t)
—t =D —= — .= — — = At
BN 1 02 + Do 02 + i D1 U2 O HA(x, t)
(3.12)
ou X = [x1,29,... ,:)sd]T est le vecteur d’état, les D, sont les coefficients de diffusions

rattachés aux états x; et les v, sont les vitesses de propagations dans les directions
xp correspondantes. Si 'on suppose que les D, sont indépendants de la variable xy

10Des considérations additionnelles sont données en annexe[Clafin de savoir si ’équation de diffusion
peut représenter le systéme de fagon plus fondamentale («mécanistes).
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correspondante, ’équation peut étre écrite sous une forme plus compacte

w =V -D -VA(x,t) — v -VA(x,t) — pA(x,t) (3.13)
ou
D, 0 0 - vy
0 Dy 0 --- Vg
D = et vV = . (3.14)

0 0 D3 (OR}

La section ([A3]) apporte un exemple d’une telle utilisation d’'un modele diffusif multi-
dimensionnel.

Ce dernier ajout dote les modeles diffusifs d'une énorme capacité de modélisation
pour des situations des plus diversifiées. Leur écriture se fait de facon directe et élégante
et il est possible de les solutionner grace a des algorithmes numériques de type différences
finies ou éléments finis. Cependant, I'importance des calculs numériques qui en découlent
croit exponentiellement avec la dimension du modele et ceci peut dans certains cas
devenir tres exigen. L’ajout de contraintes additionnelles permet d’effectuer certains
traitements analytiques menant a des modeles plus efficaces pour des systemes de hautes
dimensions, les modeles de cohortes.

3.2 Modéeles de cohortes

Les modeles diffusifs introduits en section (B.1) s’averent étre des outils tres puis-
sants et généraux mais peuvent cependant exiger de grandes ressources numériques
lorsque la dimensionnalité du systeme est élevée. Dans de telles conditions, les solutions
numériques de type Monte Carlo gagnent normalement en rentabilité face a d’autres
types d’algorithmes «normaux». La méthode présentée dans cette section présente cer-
tains liens avec les méthodes Monte Carlo mais est plus restrictive dans son application
comme elle nécessite que les populations étudiées possedent une structure naturelle
en «cohortes». Lorsqu'une telle structure existe, les modeles de cohortes profitent de
celle-ci pour effectuer ce qui dans certaines situations correspond & un «choix optimal»
des groupes d’individu. Il en résulte des gains appréciables dans les temps de calculs
numériques.

] est & noter que dans une telle situation, des modeles a équations différentielles & délais ou encore
a séquences de compartiments présenteraient le méme probleme.

12Dans le cadre d'une méthode Monte Carlo, ces groupes d’individus auraient étés choisis aléatoire-
ment.
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3.2.1 Des cohortes

Dans ce document, on entend par cohorte tout groupe (d’événements ou d’individus)
pour lequel une corrélation (temporelle ou dans une autre dimension d’état) existe parmi
ses composants. A ceci on ajoute la requéte que si un de ces groupes «découle» dune
fagon ou d'une autre d’un second, les caractéristiques du premier peuvent étre déduites
de celles du dernier. De fagon plus concrete et dans le cas particulier «généalogiques,
une cohorte fille est un groupe d’individus nés approximativement au méme moment
et dont les parents sont issus d’une meme cohorte mér. Le modele de cohorte est
ici développé dans ce contexte généalogique et le vocabulaire utilisé fera mention de
«naissances» et de «parents», mais ceci ne restreint pas son utilisation dans des cas
non généalogiques.

1,1,1
FS[ ]_}---

1,1 11,2
Fz[,] F3["] >...

Fro2i__y ..
3
[1,2] [1,2,2]
= F, <EF3 —>
1

F el
[21/ [2.2] >
I:0 )F1 \: 2

F L.

(3]
F,

Fig. 3.1: Relations entre les cohortes. L'indice inférieur informe de la génération d'une cohorte
alors que le vecteur d'indices supérieurs permet de retracer sa «généalogie».

Soit une cohorte initiale que l'on note Fy et dont découlent toutes les cohortes
subséquentes. Les descendants immédiats de [y sont notés Fi, les descendants de ces
descendants sont Fy... De plus, pour distinguer les cohortes de méme génération mais
produites en des temps différents, on note Flm la premiere cohorte fille de Fy, Flm la

BDans le cas d’une reproduction sexuée, on ne demande pas que les deux parents proviennent de
la méme cohorte mere mais uniquement la femelle. On effectue ici ce choix puisque les événements
affectant les femelles risquent de se répercuter plus directement sur la descendance (e.g. mort de la
femelle apres la reproduction mais avant la naissance contre mort du méale au méme moment). Ceci
n’est aucunement relié au choix des termes «cohorte fille» et «cohorte meres.
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seconde. .. A la prochaine génération, on note F2 NMa premiere cohorte fille de F} (1]
F2[1’2] la seconde cohorte fille de Fm. . F2 } la premiere cohorte fille de F[z}, FQ[ 2

la seconde cohorte fille de Fl[z]..

. Une cohorte F; peut donc étre identifiée par son
indice inférieur g, informant sur la génération de la cohorte, et par son indice supérieur
k = [k1, ko, ..., kg, un vecteur de dimension g permettant de retracer les origines de la

cohorte. La figure ([B.I]) résume cette notation.

Ce formalisme contraint 'utilisation des modeles de cohortes a des cas ou une cer-
taine cohorte initiale Fy peut générer toutes les populations ultérieure. Une telle
situation peut par exemple survenir chez des insectes au cycle de développement rapide
(plusieurs générations au cours de 1'été) pour lesquels la population estivale découle des
individus ayant survécu a I’hiver. Cependant, les modeles de cohortes ne peuvent pas
étre utilisés lorsque la situation biologique correspondante ne comporte aucune structure
en cohorte bien déterminée (e.g. humains, certaines situations tropicales). Toutefois, ces
contraintes apportent également certains gains majeurs.

Soit A un modele diffusif tel que ceux décrits en section (B.]) possédant une dimen-
sion x caractérisant la reproduction de I'espece. Il y a production de 3 nouveaux-nés
(x = 0) par adult. traversant les seuils x = x1, 29, x3... ordonnés de facon a ce que
0 < <2y < x3....0n connait la distribution initiale A(x, 0) = Ag,(z,0) composée
uniquement de la cohorte Fy & instant ¢ = 0. A la différence d’un modele diffusif de
la section (B.1]), on subdivise la population de facon & ce que chaque cohorte ait son
propre modele dans lequel diffuser

A(:L’,t) :AFO(:L’,t)—I—AFlm(:L’ t)-l—AF[z]( ) +AF[11 ( )-i-

= Apy(z, )+ ) Ape (2,1) + Z Z Apgina) (2,1) +

k1=1 k1=1ko=1

= Ap(,t) . (3.15)

De plus, si ¢(z,t) est le flux traversant le point x du modele A au temps t et que
qu;c (x,t) est le méme objet pour F;‘, la relation entre les flux du modele diffusif A

1T orsque la reproduction s’effectue plutét sur une base annuelle, il est plus judicieux d’utiliser
une cohorte Fj différente pour chaque année k de naissance. Si une quantité négligeable d’individus
vivent plus de a années, les conditions initiales requierent la connaissance des population des cohortes
Fi_ o, Fo y,...,F_1 ent = 0 en plus de celle de Fy. Le flux entrant dans une cohorte sera alors de
la forme ¢r, (0,t) = B3°5_, o, ,(2;,1) et le reste du formalisme développé dans cette section peut
également étre adapté a ce cas.

153 tient compte du ratio des sexes. Il est également possible d’utiliser un ((z;,t) différent pour
divers points de production et pour divers temps.
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seront
$(0,1) =B d(i,1)
i=1
alors que celle entre ceux du modele de cohortes équivalent sera
i (0, 1) = B (1)

Gt ko) (0,8) = 00 piin (25, 1)
(bF?Eklka’ks] (07 t) = 6¢F2[k17k2] (xkgv t)

que l'on peut également noter

¢Fg[i1£k2 ~~~~~ kgikgi1l (Oa t) = /GQSF&E’%’Q ~~~~~ kg] (xkg+17 t)

ou encore
¢F[k,kg+1] (O, t) = ﬂgﬁng (:L’kgH y t) . (316)
g+1

Puisque 1'équation de diffusion correspond a une convolution par une Gaussienne de
moyenne, écart type et aire calculés en ([B.I3]) et que la condition initiale Ag, (x,0)
est connue, on peut déterminer le flux ¢g, (xy,,t) entrant dans les différents AF,lkl et
subissant a leur tour l'effet de I'équation de diffusion. Dans certaines conditions, une
solution semi analytique (voir méme totalement analytique) peut étre obtenue pour
chacune des cohortes et il ne reste qu’a recomposer la population totale a I’'aide de
I’équation ([B.I7). La section (3.2.2)) explore une hypothese simplificatrice additionnelle

requérant que les cohortes puissent toutes étre traitées comme gaussiennes.

3.2.2 Cohortes gaussiennes

Une des forces du modele de cohortes est qu’il peut dans certains cas étre solu-
tionné en partie ou meéme totalement de fagon analytique. Ceci apporte bien entendu
des contraintes additionnelles et cette section se consacre a évaluer les contraintes né-
cessaires pour que 1’on puisse considérer toutes les cohortes comme approximativement
gaussiennes tout au long de leur développement.

Soit une cohorte F ;‘ gaussienne ayant au temps ¢ = 0 une position moyenne T F;((O),
un écart type opx(0) et contenant une population totale Api(0). La distribution de
population de cette cohorte est donc donnée par

Ap(0) (o= 2 (0)?
A0 = ) eXp( 2072,(0) )
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et puisque la convolution d’une Gaussienne par une autre Gaussienne est également une
Gaussienne, la solution de 1’équation de diffusion en utilisant cette condition initiale

deviendra
- Api(t —(x — Zpx(t))?
Apg(,0) = (Ape(0) + Alt)) (@) = mﬁlik)u) exp< s sk ) @

La cohorte reste donc gaussienne tout au long de sa propagation «normale» dans la
dimension z et les quantités Apx(t), Zrx(t) et opx(t) sont toutes calculées en section
BI13). Si la cohorte initiale Iy est gaussienne, il reste a s’assurer que cette forme soit
conservée lors de la production des cohortes filles pour pouvoir affirmer que toutes les
cohortes sont gaussiennes.

On considere le cas ou les individus possedent tous les mémes parametres peu im-
porte la cohorte a laquelle ils appartiennent et peu importe x. Soit A,,(z,t) la fonction
de distribution de la cohorte mere dont les individus traversant le seuil x. produisent
une cohorte fille de distribution A (z,t) grace a la relation entre les flux

¢f(0a t) = /6¢m($c> t)
Ceci entraine directement
A ( t) = BA,(x + x, 1)

puisque les deux cohortes répondent a la méme équation de diffusion avec les mémes
parametres et la forme de la Gaussienne est donc conservée, a un facteur multiplicatif
(G pres. On peut considérer une nouvelle «condition initiale» pour cette cohorte fille
comme étant

_ BA) a0y
Ap(x,0) = BA (2 + 2., t7) = \/%am(t*)e
ou t* est I'instant ou la moyenne de la cohorte mere traverse la valeur seuil x. et respec-
tant donc z,,(t*) = x.. Cette nouvelle condition initiale peut étre utilisée dans I’équation
(BI7) pour connaitre I’évolution future de cette cohorte gaussienne qui produira a son
tour des cohortes filles également gaussiennes. Cependant, ceci n’est généralement plus
vrai lorsque les parametres varient en fonction de x.

On considere I'exemple d'un cas ou la valeur seuil z,. détermine un point ou les
parametres du systeme changent subitement de fagon a ce qu’a gauche de cette valeur
([0, z]) la mortalité soit p,(t), la vitesse v,(t) et le coefficient de diffusion D,(t) et qu’a
droite (Jz., 00]) on ait p14(t), va(t) et Dq(t). La distribution de cette cohorte Apx(z,1)
peut étre obtenue grace aux fonctions Ay(x,t) et Ay(z,t) définissant la distributions
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sur chacun de ces intervalles
Ay(z,t) sixzel0,x]

Ay(z,t) siz €., o]

Ang(ZL', t) = {

Un tel <<interface>>|@ peu par exemple survenir lorsque les individus possedent des stages
de développement bien définis.

Soit d’abord un cas p,(t) = pa(t), Dy(t) = Dy(t) = 0 et ou le ratio vy(t)/v,(t) = &
est constant. On choisi

A (z,t) = Agia)e—u—fg(mz/(zog)
V 7TUg

Ag(z,t) = Adt) ——za)?/202)

V2o,

la premiere de ces relations étant en accord avec le comportement de A Fi associé et la
seconde étant un Ansatz a vérifier. Le flux traversant I'interface est donnée par

¢ng(xca t) = 'Ug(t)Ag(xca t)
et la conservation des individus demande v,(t)A,(z,t) = va(t)Aa(z,, t), donc

Ug(t)Ag(t)6—(xc—:?:g(t))2/(2cr§) _ Ud(t)Ad(t)6_(xc_:ed(t))2/(2a§) ‘ (3.18)
V2ro, \V2moy
Puisqu’a l'instant ¢* (défini par z,(t*) = z.) la moitié des individus ont traversés I'in-
terface en z., on demande que Z4(t*) = x. ainsi que A,(t*) = Ay(t*). Ceci apporte
directement

t
Ty(t) = z. + / v, () dt
"
t

t
Z4(t) = . + / vg(t)dt' = x. + / kg (U)dt = x4+ (T4(t) — o)k
t* t*
ainsi que

Ay() = Ay () exp (— /t

t

*

Ag(t) = Ag(t) exp <— /t t

*

,ug(t’)dt’)
,ud(t’)dt’) — A, () exp <— /t t ug(t’)dt’> — A1)

qui, introduits dans ([B3.I8]), donne

vg%_l;it) o (2 ;Ugga))?) DA, (e 207

LI (—(xc—fg(t))Q) I T (—m—zg(t))z)

o 202 " og/k 2(04/kK)?

16Ce terme est choisi par analogie avec 'interface entre deux milieux optiques différents.
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ce qui fixe 04 = Koy et vérifie I’Ansatz. La nature gaussienne d'une cohorte est donc
conservée a un interface entre deux milieux sans diffusion, de méme mortalité et dont
les vitesses different par une certaine quantité constante mais son écart type sera altéré
par le ratio des deux vitesses différentes.

Maintenant, si le ratio des vitesses k varie dans le temps et est par exemple plus
élevé pour t < t* et change brusquement vers une valeur inférieur a t = t* pour ensuite
conserver cette valeur, la cohorte observée dans le second milieu prend la forme de deux
demi Gaussiennes accolées, la moitié gauche ayant un écart type inférieur a celui de la
moitié droite. Toute variation de x dans le temps a pour effet d’éliminer le caractere
gaussien de la cohorte du second milieu, mais certaines variations ’affectent plus que
d’autres. Si la variation de k a t = t* décrite plus haut est infime, il peut étre justifiable
d’effectuer 'approximation que la cohorte résultante soit encore gaussienne. De la méme
facon, si une forte variation de k survient lorsque la moyenne de la cohorte est tres
éloignée de l'interface (en unité d’écart type), la section de la Gaussienne qui sera
affectée contient un tres faible nombre d’individus et leur impact peut parfois étre
négligé. Un critere plus spécifique serait de demander

o (CU BOPY B0 4 (80 oy

207 o, dt \v,(t)

ou v,(t)/o, est un estimé du temps de passage qui, multiplié par la dérivé, fourni

un estimé de la variation de x au cours de ce passage. Des considérations semblables
peuvent étre obtenues pour p et D.

3.2.3 Exemple ou une solution analytique complete existe

Les modeles de cohortes sont beaucoup plus contraignants que les modeles diffusifs
en ce qui a trait aux parametres qu’on peut y utiliser. Ils ont cependant 'avantage
de parfois pouvoir étre solutionnés en partie ou méme en totalité de fagon analytique.
Cette section présente une solution analytique complete au cas présenté en section
B21) lorsque les parametres sont constants dans le temps. Un exemple nécessitant
une solution semi-analytique est relégué a la section (4.4]) et les détails numériques sont
traités en annexe

On reprend le modele présenté a la fin de la section (B27]). On a vu a la section
[B22) que pour une cohorte initiale Fyy possédant une distribution gaussienne dans sa

I7Cette formulation peut étre trop restrictive lorsque x varie peu autour d'une certaine moyenne
temporelle mais que les faibles variations se font selon un bruit haute fréquence contribuant fortement
a la dérivée.
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dimension z, toutes les autres cohortes d'un tel modele sont également gaussiennes si
les parametres 1, v et D sont fixes. Dans une telle situation, une cohorte F ;‘ produite
(ajoutée en x = 0) a l'instant ¢ Fi contiendra une population totale

Apx(t) = Aps(tp)e T (3.19)
une position moyenne sur l'axe x de
Prelt) = ot — try)

et un écart type

or(t) = \Joh(tr) +2D(t — tr)

On considere maintenant des seuils 1, 2o, x3,... ou il y a production de nouveaux
individus. Ces seuils sont uniformément espacés par un intervalle Az, a I'exception du
premier qui lui est situé a une distance Ax,, de l'origine

r; = Ay, + (j — 1) Az,

. K,k . .
Une cohorte F ;‘ produira des cohortes filles F g[ +1g+ﬂ aux instants ol sa moyenne traverse

les divers seuils

Thyyy = TRk (tF[k,kgH]) = 'U(tF[k,kg+1] — tF;c)
g1 g+1
Lhg i1 Az,

Az
=tpe+ = (kg — 1) =

tF[kvkg+1] = tF;‘ +
1

g+ v

=t + T + (kg1 — )7

ol on a défini les délais 7, = Ax,,/v et 7, = Az, /v. Puisque t5 = 0, cette équation
de récurrence peut étre composée avec elle méme pour produire le temps de naissance
d’une cohorte F, ;‘ quelconque

g

b = g + 75 ) _(kj = 1)

j=1

ou k = [k1, ko, ..., k,]. Cette quantité peut étre utilisée dans la relation des flux (3.16])
pour générer 1’équation de récurrence

AF[k,ngJ(tF[k,fgm) = fApx (tF[k’fgm) = BApx(tpx) exp [—/i (tF[k,kgH] — thk):|
g+ g g+

+ g+1

— 6AF;< (tF;>€_N[Tm+(kg_l)Tp]

et puisqu’au temps ¢ = 0 tous les individus sont de la cohorte Fy, A(0) = Apg,(0) permet
d’écrire la population de chaque cohorte au temps t Fx qui lui est associé

Apy(trg) = A0)37 exp (~put )



Chapitre 3. Sur les délais 11 50

En combinant cette relation a I’équation (3.19]), on obtient une relation fort simple pour
la population de chaque cohorte en tout temps

Ang(t) A(0)p%
On procede de la méme facon pour la variance
2 2 2
O xk t[k,k ] :O'kt[k,k ] =0l k,k ] —|—2D k,k ]—tFk
Fg[+1g+1]( Fg+1g+l ) FX ( Fg+1g+l ) FX ( Fg+1g+l ) ( g+ g+1 g>

et pour un écart type initial 04(0) = op,(0) on obtient
opx(t) = 1/04(0) + 2Dt

La distribution d’une cohorte quelconque devient donc

_A)ge —(z — (¢ —try)v)’
Ao = vaon ( 24(0) +2D1) )

et peut étre utilisée dans ([B.15]) pour connaitre la distribution complete A(x,t) de toutes
les cohortes. La population complete A(t) en un temps donné est donc donnée par

A(t):/oooA(x td:c_/ ZAFkx tdm-Z/ Ap(’, t)d

- (t —Tmg — Tp Z?:l(kj - 1)) v
V2(0%(0) + 2Dt)

Ye Ht
At) = Z 39 erf

3.2.4 Comparaison des temps de calculs

La section (B.1.6) mentionne que les modeles diffusifs offrent la possibilité de traiter
le développement des individus (ainsi que des maladies les affligeant) dans autant de di-
mensions d’état qu’il en est nécessaire. Cependant, obtenir une solution numérique pour
un systeme d’équations différentielles partielles (tel que ceux produits par les modeles
diffusifs) nécessite normalement 1'utilisation d’une «grille» possédant autant de dimen-
sions que le systeme a de dimensions d’état. Si chacune des d dimensions nécessite d’étre
discrétisée en N noeuds pour que la précision numérique obtenue soit acceptable, il fau-
dra typiquement une grille de N¢ points pour solutionner numériquement le probleme.
Cette quantité peut rapidement devenir tres élevée.

Tous les éléments d’une telle grille ne sont pas toujours aussi importants les uns
que les autres. De par la fagon dont ils sont congus, les modeles diffusifs introduits en
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section (B.]) ont souvent tendance a avoir comme solution des populations concentrées
dans des zones plus ou moins tubulaires (hypertubulaires) a 'intérieur de cette grille
multidimensionnelle. Dans de tels cas, le nombre de points vraiment utiles a la solution
de I’équation est de I'ordre de Np plutot que NP. Un modele Monte Carlo comme ceux
introduits en section (22) peut profiter d’une telle géométrie pour produire des calculs
plus rapides.

Les modeles de cohortes, lorsqu’il peut étre utilisé, profite lui aussi de cette géométrie
particuliere. En fait, de par le fait qu’il s’agit d’une structure apparaissant naturellement
dans le systeme, les cohortes correspondent souvent au choix optimal de groupement
des individus qui aurait été, dans le cas d’'un modele Monte Carlo, effectué plus ou
moins aléatoirement. De plus, on profite également de la connaissance de la solution
analytique ou semi analytique de chaque cohorte.

Cependant, ces avantages s’estompent lorsque le nombre de cohortes présentes dans
le systeme devient du méme ordre que le nombre de groupes qui aurait été nécessaire a
un modele Monte Carlo, ou encore & la taille de la grille N utilisée pour une solution
aux éléments (ou différences) finis. La somme (B.13), qui a été jusqu’ici considérée
infinie, doit étre tronquée pour pouvoir étre éventuellement utilisable numériquement.
Si jamais plus de k.. cohortes ne découlent de la méme cohorte mere, les g sommes
sur les éléments du vecteur k de 1'équation (BIH) peuvent étre effectuées jusqu’a kpax
plutot que oco. De plus, puisque la simulation est d’une durée limitée dans le temps,
certaines générations ne verront jamais le jour au cours de cette période, ce qui permet
également de tronquer la somme sur les générations g. Il reste maintenant a vérifier si le
nombre de cohortes restantes est suffisamment petit pour justifier 'emploi d'un modele
de cohortes@.

L’élaboration théorique et les justifications de ce chapitre sont incomplétes et des
efforts futurs sont nécessaires afin de combler ces manques. Néanmoins, des commen-
taires additionnels sont tout de méme donnés en sections (L4 et en annexe [Dl pour des
applications particulieres au virus du Nil Occidental, permettant de mieux percevoir les
avantages et faiblesses d’une telle approche.

8Pour le cas d’une reproduction s’effectuant sur une base annuelle comme cela est traité dans la note
(@) de la section (B21]), le nombre de cohortes croit linéairement avec la durée de la simulation. Ce
nombre est considérablement moindre que pour une structure en «arbre» comme celle traitée jusqu’ici.



Chapitre 4

Application au virus du Nil
Occidental

Jusqu’ici, plusieurs alternatives différentes de modélisation d’un systeme épidémio-
logique ont été explorées d’un point de vue théorique mais aucune application bien
tangible n’a été explorée. Cette section a pour but de remédier a ce manque et de pla-
cer dans un contexte réaliste les méthodes introduites précédemment afin de modéliser
la transmission d’une maladie infectieuse : le virus du Nil Occidental (VNO). On pré-
sente d’abord un bref apercu de la situation naturelle a modéliser puis développe un
modele compartimental, un modele diffusif et un modele de cohortes congus dans le
but de représenter le mieux possible cette situation. Des résultats sont présentés pour
le premier et le dernier de ces modeles, le second n’ayant pas été implanté sous une
version informatique complete.

4.1 Situation a modéliser et contraintes

Malgré le fait que plusieurs similarités puissent lier différentes situations biologiques,
les détails spécifiques de chacune d’entre elles les rendent uniques. Cette section a pour
but de présenter une courte description de la situation naturelle a modéliser ainsi que
certaines contraintes que 1’on doit tenter de respecter. On doit toujours conserver ces
prémisses en téte lors de I’écriture et de I'analyse des modeles présentés en sections

H#2), [@3) et (4.4).
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4.1.1 Le virus du Nil occidental au Québec

Le virus du Nil Occidental a été pour la premiere fois repéré en Amérique du Nord
en 1999 [9]. La population aviaire a été identifiée comme étant le principal hote de la
maladie mais cette derniere se transmet rarement directement d’un oiseau a l'autre.
Les moustiques jouent le role de vecteurs : ils s’exposent au virus lorsqu’ils piquent un
oiseau infecté puis retransmettent la maladie lors d’'une piqure ultérieure & un oiseau
sain. Les mammiferes, y compris les humains, sont plutot des hotes accidentels dans la
propagation de la maladie et ne semblent pas jouer un role important dans la dynamique
de la maladie.

Les moustiques Culex pipiens pipiens sont au Québec d’importants vecteurs de la
maladie. Leur cycle de vie est relativement rapide et le renouvellement de leur po-
pulation ne peut pas étre négligé au cours d'un été. Seules les femelles piquent et ce
uniquement dans le but de pondre des ceufs. Ces ceufs sont regroupés en radeaux a la
surface d’étendus d’eau relativement stagnante : mares de toute sorte en milieu rural,
puisards et fossés en milieu urbain. Les larves issues de ces ceufs prennent un certain
temps, fonction des conditions environnantes, pour se développer puis éventuellement
émerger et passer au stade adulte. Lorsqu’ils sont exposés a la maladie au cours d’une
piqtre, un certain temps d’incubation est nécessaire avant que ces adultes ne deviennent
infectieux. La durée de cette période d’incubation dépend fortement des conditions en-
vironnantes (notamment de la température) et on soupgonne que ceci eut un impact
considérable sur la dynamique épidémiologique. La transmission de la maladie d'une
femelle infectée vers sa descendance (transmission verticale) est possible mais tres rare
(de I'ordre d’une chance sur mille). Les moustiques infectieux eux mémes semblent étre
aucunement affectés par la maladie si ce n’est du fait qu’ils puissent la transmettre lors
d’une piqure ultérieure.

De leur coté, les oiseaux peuvent étre fortement affectés par la maladie, particulie-
rement les corvidés. Chez les corneilles Corvus brachyrhynchos, la mort s’ensuit géné-
ralement apres aussi peu que trois jours. Par contre, leur cycle de vie «naturel» est
beaucoup plus lent que celui des moustiques et en absence de maladie, leur population
est approximativement constante au cours de la saison estivale.

Alors que les moustiques ont un rayon d’action de I'ordre du kilometre, les oiseaux se
déplacent sur des distances considérables et risquent donc d’avoir un impact important
sur la propagation géographique de la maladie. Ces déplacements peuvent également
étre responsables de l'introduction de la maladie dans le systeme au printemps via
I’arrivée d’oiseaux provenant du sud.
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Des moustiques infectés peuvent également se trouver parmi les adultes survivants
a l'hiver via la transmission verticale. En effet, les larves femelles qui passent a 1’état
adulte lorsque la photopériode est inférieure 14.25 heures de luminosité par jour (ce qui
survient autour du 12 aout dans la grande région de Montréal) sont en état de diapause
et ne tentent pas de se reproduire mais plutot de se préparer a survivre a 'hiver [9]. Or,
puisque les femelles ne piquent que dans un but de reproduction et que les femelles qui
ne sont pas en diapause ne survivent pas a I’hiver, les moustiques présents au printemps
n’ont jamais piqué. Ils ne peuvent donc étre infectés que s’ils ont hérité de la maladie
de leur mere par transmission verticale.

Dans tous les modeles qui suivront, on choisit de ne modéliser que des moustiques
ayant un cycle de vie comparable a celui venant d’étre décrit (celui de Culex pipiens pi-
piens) puisqu’ils semblent étre les principaux vecteurs de cette maladie dans le contexte
Québécoid]. On considere également un certain nombre d’especes d’oiseaux hote, cer-
taines plus affectées que d’autres par la maladie, et néglige I'impact des autres animaux
sur la maladie (mais les consideére tout de méme comme cible pour les piqires des mous-
tiques). On ne cherche pas non plus a directement modéliser le nombre de cas humains
mais plutot a évaluer le nombre de moustiques infectés pour ensuite en estimer le risque
qui en découle.

4.1.2 Requétes particulieres pour le projet VNO-MAGS

Le projet VNO-MAGS vise a concevoir un logiciel permettant de simuler la pro-
pagation du virus du Nil occidental dans le sud du Québec. On demande entre autre
a ce logiciel de pouvoir tenir compte des conditions météorologiques et de permettre
des interventions humaines comme l'application de larvicides tout en s’exécutant suf-
fisamment rapidement pour que l'utilisateur puisse considérer plusieurs scénarios pos-
sibles en un temps raisonnable. On souhaite concevoir un modele épidémiologique de
base effectuant la gestion locale des populations d’oiseaux et de moustiques alors que
la propagation spatiale des oiseaux hotes est gérée par un systeme de géosimulations
multi-agents (MAGSE) qui ne fait pas I'objet du présent document.

En plus des effets climatiques, le modele épidémiologique de base doit pouvoir tenir
compte de l'effet de I'utilisation de larvicides comme le méthoprene. Ce larvicide a la

1 est tres difficile de distinguer Culex pipiens pipiens de Culex restuans lorsqu’ils sont a 1'état
adulte et pour cette raison, plusieurs articles regroupent ces deux especes dans la méme classe lors de
leur analyse. Néanmoins, leur cycle de vie est comparable et il semble en étre de méme pour ce qui est
de leur aptitude a transmettre la maladie.

2«Multi-agent geo-simulations.
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particularité de ne pas immédiatement tuer les larves mais plutot de les empécher de
passer a I’état adulte. Les larves affectées poursuivent donc leur processus de maturation
et, 'instant de I’émergence venu, meurent.

Le modele doit également pouvoir prendre en considération le phénomene de «lessi-
Vage>>H. Ce phénomene particulier aux milieux urbains survient lorsque de fortes pluies
créent d’importantes turbulences dans les puisards et les vident de leur contenu, entrai-
nant par le fait méme les larves de moustiques qui pouvaient s’y trouver mais également
le larvicide qu’on aurait pu y avoir placé.

Finalement, on souhaite que le modele soit suffisamment «léger» pour que son im-
plantation numérique s’exécute rapidement et n’exige pas trop de ressources (mémoire
vive). Il ne faut pas oublier que des centaines de copies de ce modele auront a s’exécuter
simultanément de facon a représenter chacune des municipalités régionales de compté
(MRC) et ce, en méme temps que toute U'infrastructure MAGS.

4.2 Modele compartimental pour VNO

L’élaboration d’'un modele compartimental (introduit au chapitre [I]) est normale-
ment la premiere alternative sélectionnée lors de la modélisation d’un nouveau systeme
épidémiologique, et souvent la derniere. La grande force d’un tel modele réside dans sa
simplicité, autant dans la conception que dans ’analyse, mais des faiblesses majeures
découlent également de cette simplicité. On élabore ici un modele compartimental pour
la situation présentée en section (I]) puis on obtient certains résultats analytiques en
plus de quelques solutions numériques. On discute ensuite les résultats obtenus et on
les compare entre autre a ceux d'un modele semblable introduit dans la référence [28].

4.2.1 Elaboration du modeéle

On mentionne en section ([{LIT]) qu'un modele épidémiologique pour le virus du Nil
occidental doit minimalement tenir compte de population d’oiseaux et de moustiques,
les seconds nécessitant également un traitement de leur processus reproductif. On uti-
lisera les compartiments Sg;, Ip;, Rp; et Xp; pour représenter les oiseaux hotes de
I'espece j respectivement susceptibles (non infectés mais pouvant éventuellement le de-
venir), infectés, guéris (ainsi que maintenant immunisés a la maladie) et morts (cumulés

3 Aussi connu sous le terme «flush».
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depuis le début de la saison). Du coté des vecteurs, on se limite a une seule espece de
mousti ues@ et utilisera les compartiments Sy;, Eys et Iy pour les moustiques adultes
femellej%l respectivement susceptibles, exposés (en période d’incubation) et infectieux
(non affectés par la maladie mais pouvant la transmettre aux hotes). On utilise éga-
lement le compartiment R,; pour tenir le compte des moustiques en état de diapause
ne participant ni a la reproduction, ni a la transmission de la maladie (puisqu’ils ne
piquent pas). A ceci on ajoute le compartiment Ly, pour les larves de moustiques fe-
melles pour lesquelles on néglige toute possibilité d’'infection. Ceci est justifié par le fait

que la transmission verticale est tres improbabldl.

Afin de simplifier I’écriture, sil y a n}}” especes différentes d’oiseaux hote, on définit
le nombre total d’oiseaux susceptibles Sp(t), infectés I5(t), guéris Rp(t) et morts Xp(t)
ainsi que le nombre total Np;(t) d’oiseaux de l'espece j et le grand total Np(t) toutes
especes confondues

spp. spp. spp. spp.
nSPpP nSPpP nPP nSPpP

Sp(t) = Z Spi(t) Ip(t) = Z Igi(t) Rp(t) = Z Rpj(t) Xp(t) = Z Xp;(t)

Np;(t) = Sg;(t) + Ip;(t) + Rp;(t) + Xp;(1)

nspp.

Np (t) = Sp () + In (t) + Rp (t) + Xp (t) = i N (1)

Les moustiques femelles adultes produisent des larves femelles a un taux 3 (tenant
compte du ratio des sexes). Ces larves émergent a un taux de maturation m et une
fraction n € [0,1] (normalement dépendante du temps) de ces nouveaux adultes sont
initialement susceptibles, le reste (i.e. 1 —n) étant en état de diapause. Lors d’une piqure
sur un oiseau infecté, un moustique susceptible a une probabilité iy, de devenir exposé
et ces derniers effectuent le passage vers les infectieux a un taux k. De plus, les larves
meurent a un taux de mortalité py alors que les adultes périssent plutot a un taux pa,

40n peut aisément généraliser ce modele & plus d’une espece de moustiques en procédant de la
méme fagon que pour les oiseaux hotes.

5Le nombre de méles n’est pas directement modélisé mais puisque le ratio des sexes est treés pres de
1/2 et que les taux de mortalité sont semblables d’un sexe & 'autre, on sait qu’il doit y avoir autant
de males que de femelles.

6Les observations semblent montrer que la transmission verticale survient une fois sur mille. Les
effets de ce genre de transmission sont donc fort probablement tres faibles au cours de la saison mais
peuvent possiblement étre importants pour l'introduction de la maladie en début de saison : puisque
les moustiques survivants a I'hiver n’ont jamais piqué, la transmission verticale est le seul type de
transmission pouvant potentiellement les rendre infectieux.
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peu importe leur état d’infectionﬁ. On ne tient aucun compte du nombre de moustiques
morts.

Du coté des oiseaux, un individu susceptible de I'espece hote j qui est piqué par
un moustique infecté a une probabilité ip; de devenir infecté. Ces oiseaux infectés
guérissent de la maladie (et gagnent par le fait méme I'immunité contre des infections
futures) a un taux r; s'ils survivent au taux de mortalité pp;. Les compartiments Xp;
tiennent le compte du nombre d’oiseaux morts de la maladie puisqu’il s’agit d'une
observable biologique intéressante. On néglige toute mortalité pour les oiseaux sains
(i.e. susceptibles et guéris).

Il reste maintenant a connaitre le nombre de piqures effectuées par des moustiques
susceptibles sur des oiseaux infectés et celles effectuées par des moustiques infectés
sur des oiseaux sains. Les moustiques adultes effectuent des piqires a un taux p et
choisissent de piquer l'espece d’oiseau hote j avec une preferenceH wp;. Cependant,
les oiseaux hotes ne sont pas les seuls animaux pouvant étre pris pour cible par les
moustiques et on définit donc une préférence pour une espece j autre que les oiseaux
hotes wp; dont la population est donnée par Np;. S'il y a ng™ especes différentes d’autres
animaux, le nombre de piqures par jour faites par des moustiques susceptibles sur des
oiseaux hotes infectés (toutes especes confondues) est donc donné par

pSu(t) y wpjlp;(t) .
z:: _ pSa(t)1(1)
No(t) + Np(t)
ZWOJNOJ +ZWBJNBJ( ) ’

et le nombre de piqures par jour faites par des moustiques infectés sur des oiseaux hotes
infectés de 'espece j est donné par

pIn(t)S5;(t) L (8)55;(1)
ny" N p(t
ZWAJNOJ )+ ZWBJNBJ( ) O( e

7j=1

"Il peut arriver que cette mortalité soit différente pour les moustiques en état de diapause. Cepen-
dant, on utilise ici y4 comme aucune information n’a été trouvée a ce sujet.

8La préférence wp; est définie de fagon a ce que si 'on place le méme nombre d’individus des
especes k et [ en présence de moustiques et que wpi moustiques piquent des individus de l'espece k,
en moyenne wp; moustiques piqueront des individus de l'espece [. Cette quantité est définie a une
constante multiplicative pres mais peut étre fixée en choisissant une espece m comme référence et en
imposant wp., = 1.
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ou on a défini

nspp. nspp. nspp4

No(t) = Z woiNoj(t) — Np(t) = Z wpiNp;(t)  Ip(t) = Z wpjlp;(t)

Le systeme d’équations différentielles complet peut maintenant étre écrit

dSp; _ipjpwsilvSp;

dt No + Ng

dlpj _ ipjpwsilmSEj

_ ) i i Tn — uni e

I No+ Np TilBj — UBjiB;
dRp;

T
dXp;
I L = pBilp;

dL

d_éw = B(Sar + Epr + Ing) — mLyr — pp Loy (4.1)

dt M NO —l—NB M
dEy  iypSulp

= 2 — — kEy — ual

7 No + Ny M — HALN

dIy

—— =kFEy — pual

i M — HAlM
dR
d—tM =(1—n)mLy — paRy

Ces 5 4 4n3" équations différentielles ordinaires peuvent étre solutionnées numérique-
ment grace, par exemple, a un algorithme de type Runge-Kutta a pas adaptatif. Des
résultats analytiques peuvent également étre obtenus a 'aide des méthodes utilisées en

section ([L2]).

4.2.2 Résultats

Il est difficile d’obtenir des informations biologiques permettant de calibrer les mul-
tiples parametres affectant la dynamique des différentes especes d’oiseaux. Pour cette
raison et afin de simplifier ’analyse du systéme, on limite ici le systeme (4.]) & une seule
espece d’oiseaux (n™ = 1). Dans un tel cas, l'indice j de ces équations devient inutile
et ne sera donc pas explicité. De plus, la quantité N’O = No Jwp est définie afin de
simplifier ’écriture du systeme. On utilise ici n = 1 V ¢ et n’utilise pas le compartiment
Ry puisque 'on ne souhaite pas s’attarder sur les effets de la diapause pour l'instant.
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Comme les modeles compartimentaux se prétent bien a I'analyse, certains résultats
analytiques peuvent étre obtenus relativement aisément pour ce systeme. La section
([A.T)) présente une méthode systématique d’analyse de stabilité telle que celle effectuée
en section ([[L22) et cette technique est utilisée sur le systeme (41 (simplifié pour

nE =1) a la section (A.2)).

L’un des résultats qui y est obtenu mentionne que lorsque les parametres du sys-
téme respectent Sm < (m 4+ pp)pa, les populations de moustiques (larves et adultes)
décroissent exponentiellement vers une valeur nulle et ’espece est donc vouée a l'ex-
tinction. Pour la valeur critique Sm = (m + pr)pa, les populations des larves et des
adultes (Aps(t) = Sa(t) + En(t) + Iy (t)) tendent exponentiellement vers une certaine
valeur d’équilibre telle que le ratio de la premiere sur la seconde respecte la relation
Ly /Ay = pa/m. Enfin, les populations de larves et d’adultes croissent exponentielle-
ment vers l'infini lorsque fm > (m + pr)pa. Dans tous les cas, le ratio Ly /A tend
vers

Ly _ pia —m — pp + v/ (m+ pp + pa)® + 4Bm — (m + p)pa)
AM 2m

(4.2)

La section ([A.2)) nous informe également que lorsque I'on considere Ay, comme un
paramétre imposé au systeme (par opposition a une wvariable dynamique faisant partie
du systeme), la condition

P*kipSpin Ay
(N, + Sp)?

> pa(r + pp)(k 4 pa) (4.3)

est nécessaire a ce que l'introduction de la maladie dans le systeme mene a une épidémie.
Cette information peut également étre obtenue au moyen du nombre de reproduction
Ry de la maladie

27, .
RO _ _ P k"lBSBZMSM (44)
(No + SB)*palk + pa)(r + ps)

obtenue en section ([A.3)).

Les figures (A1) a (4.0) présentent des solutions numériques aux équations (4.1])
utilisant les parametres du tableau (4.]). On observe d’abord les populations de mous-
tiques en ’absence de maladies pour trois différentes valeurs du parametre 3 entrainant
des comportements qualitativement différents (figures (4.1), (£2) et ([A3])) avant de se

9La valeur donnée au parameétre p dans le tableau (@) ne posseéde pas de correspondance directe
dans le tableau 1 de [28]. Cependant, la note * au bas du tableau 1 de [28] mentionne que ce modeéle
considere que les moustiques effectuent une piqtire tous les trois jours, d’ou p = 1/3.
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Tab. 4.1: Valeurs utilisées pour les divers paramétres du modele compartimental. Les valeurs
suivante sont toutes directement tirées du tableau 1 de [28] et correspondent aux valeurs qui ont été
utilisées dans cet article pour un modéle tres semblable a celui présenté ici.

Parametre Signification Valeur
B Probabilité d’infection d’un oiseau lorsque piqué par un moustique infectieux. 0.88
M Probabilité d’exposition d’un moustique lorsqu’il pique un oiseau infecté. 0.16
D Taux de piqiire des moustiques adultes’. 1/3
m Taux de maturation des larves de moustiques. 0.068
k Taux de transfert des moustiques exposés aux moustiques infectieux. 0.106
A Taux de mortalité des moustiques adultes. 0.029
I Taux de mortalité des larves de moustiques. 1.191
15z, Taux de mortalité des oiseaux infectés. 0.143
r Taux de guérison des oiseaux infectés. 0
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Fig. 4.1: Populations de moustiques du modele compartimental pour 5 = 0.3 (sous le seuil). Le
modele compartimental caractérisé par les équations (A1) et les paramétres du tableau ([#1]) est utilisé
dans une situation sans maladie. On présente |'évolution des populations de moustiques a |'état larvaire
et a I'état adulte au cours de la période transitoire (respectivement et ainsi qu'a plus long
terme ([(b)|et[(d)]). On trace également la valeur du ratio larves/adultes ainsi que le plan de phase
du systeme . Les lignes noires en hachuré de ces deux derniers graphiques représentent le ratio
larves/adultes prédit a long terme par I'équation ([4.2)). Les conditions initiales (cercles) déterminent
la couleur (ratio Las/Aps) et le trait pointillé ou plein (population 2500 ou 5000).
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Fig. 4.2: Populations de moustiques du modéle compartimental pour 3 = 0.537 (seuil critique).

Voir texte descriptif de la figure (1]).
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Fig. 4.3: Populations de moustiques du modeéle compartimental pour 5 = 0.8 (au dessus du
seuil). Voir texte descriptif de la figure ([@I).
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Fig. 4.4: Populations du modéle compartimental en présence de la maladie pour Ry = 0.5
(sous le seuil). On utilise comme conditions initiales N5(0) = 1000 oiseaux au total dont 10, 25 et
50 d’entre eux sont initialement infectés (courbes respectivement bleues, rouges et vertes). On utilise
les parametres N} = N(0)(1—0.27)/0.27 (courbes pleines) et N}, = 0 (courbes hachurées) de facon
a ce que respectivement 27% et 100% des piqlires soient initialement faites sur les oiseaux hétes.
Dans le dernier cas (N(’) =0), on utilise p = 0.27/3 = 0.09 plut6t que 1/3 afin qu'une seule et méme
population de moustiques adultes (initialement tous susceptibles) puisse satisfaire |'équation (4.4

pour la valeur de Ry imposée. Enfin, I'utilisation de la valeur critique 8 = 0.537 ainsi que d’un nombre
de larves (non montrées sur cette figure) donné par (£2)) permet que les populations de moustiques

restent les mémes tout au long de la simulation.
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Fig. 4.5: Populations du modele compartimental en présence de la maladie pour Ry = 1.0
(seuil critique). Voir texte descriptif de la figure (£.4)).
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Fig. 4.6: Populations du modéle compartimental en présence de la maladie pour Ry = 2.0 (au

dessus du seuil). Voir texte descriptif de la figure ([@.4]).
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concentrer sur la dynamique de la maladie dans les trois différents régimes épidémio-
logiques gouvernés par la valeur de Ry lorsque les populations de moustiques sont a
I'équilibre (figures (@A), (A3) et ([A6])). Pour chacun de ces trois cas, on utilise deux
différents choix de parametres entrainant la méme valeur de Ry pour une méme po-
pulation de moustiques, soit N} = Ng(0)(1 — 0.27)/0.27 avec p = 1/3 (courbe pleine)
et Nj = 0 avec p = 0.27/3 = 0.09 (courbe hachurée). Les différents résultats sont
commentés a la section suivante.

4.2.3 Commentaires

Les résultats analytiques obtenus en section ([A.2]) sont en accord avec les simulations
numériques de la section ([L42). Ainsi, les figures (A1), [A2) et ([A3) montrent que
les populations de moustiques présentent une période transitoire pendant laquelle le
ratio Ly; /Ay tends vers la valeur prédite par 1'équation (A.2). Pour ce qui est du
comportement a long terme, il y a extinction de 'espece lorsque fm < (m + pup)pa
(figure ([@.J])), atteinte d'un état d’équilibre pour Sm = (m + up)pa (figure (L2)) et
croissance exponentielle de la population pour fm > (m + ur)pa (figure ([@3])). Dans
la situation naturelle, cette croissance est limitée vers la fin de la saison alors que les
températures moins clémentes ralentissent I’évolution des individus et que le phénomene
de diapause entre en jeu (diminution de n). D’autres limitations peuvent survenir si la
densité des individus devient trop élevée et que le milieu n’a pas la capacité nécessaire
pour entretenir une telle population. Dans ce cas, I'ajout d’un terme logistique aux
équations différentielles gouvernant le systeme serait a considérer.

On peut constater que pour les parametres utilisés, la population des larves est
inférieure a celle des adultes une fois I'équilibre de leur ratio atteint. Or, il s’avere
que dans la situation naturelle, la population des larves soit (pendant presque toute la
saison) supérieure a celle des adultes. On pourrait bien entendu corriger cette situation
en utilisant des parametres différents de ceux du tableau ([@I]) afin que 'équation (4.2))
produise un ratio Ly;/Ay > 1. Cependant, les effets (concernant 'impact de plus
d'un flux quittant un compartiment) présentés en section ([L3.4]) (plus précisément
les résultats (LI6) et (IIT)) doivent également étre considérés. En effet, puisque les
parametres du tableau (4.1) prévoient qu'un temps 7,, = 1/m =& 14.7 est nécessaire
pour que les larves puissent passer a 1l'état adulte (up7,, ~ 17.5 > 0), la fraction
générée par ce modele compartimental des nouvelles larves qui atteindront un jour le
stade adulte est de 0.054 alors que le «traitement correct» mentionné en section (L.3.4))
prévoit plutot 2.47 x 1078, soit une différence de plus de 6 ordres de grandeur.

Malgré 'importance de I'erreur causée par ce phénomene, cette situation n’a aucun
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impact sur la dynamique de la maladie. Alors que le parametre m du tableau ([@I]) a
été choisi (dans [28]) de fagon a correspondre a des observations biologiques voulant
que le temps nécessaire pour qu’il y ait maturation soit de 14.7 jours, le parametre
pr quant a lui est obtenu en imposant (toujours dans [28]) qu'une fraction 0.054 des
nouvelles larves atteignent un jour 'état adulte. Le modele représente donc bien la
quantité de larves sortant du compartiment L), par rapport a celle qui y entre mais
le taux de mortalité utilisé ne sera pas représentatif de celui que I'on devrait obtenir
lors d’une observation biologique et il en est de méme pour la valeur de la population
des larves (donc pour le ratio Ly /Ay ). Le modele donne ainsi la fausse impression
d’étre mécaniste et semble permettre de prédire py a partir de ’émergence (ou encore
de déterminer le ratio Lys/Apr) alors qu'il n’en est rien. Si l'on est intéressé par le cas
ou les populations de moustiques sont fixes (on impose Ay, (t) = constante), un modele
alternatif ne donnant pas de telles fausses impressions peut étre obtenu en remplagant
les équations de la dynamique des moustiques par

dSM iMpSMjB

—— = Ay — = — — A4S
dt HAAM No + Ng HAOM
= — — — kEy — ual
dt ~ No+ Ng At

dly
— =kEy — ual
i M — HAlMm

(o1 on a supposé que tout adulte mort est immédiatement remplacé) et en conservant
les équations du systeme (A1) relatives aux populations d’oiseaux.

En présence de maladie, I'équation ([£.4]) prédit correctement qu’il y a extinction de
la maladie ainsi qu'un nombre limité d’oiseaux morts pour un nombre de reproduction
Ry < 1 (figure ([4.4))) et que la situation devient épidémique lorsque Ry > 1 (figure (4.0)).
Pour la situation critique Ry = 1 (figure ([£3H)), le sort a long terme de la population
est différent si I'on utilise N} = Np(0)(1 — 0.27)/0.27 avec p = 1/3 (courbe pleine) ou
si 'on choisi plutot N = 0 avec p = 0.27/3 = 0.09 (courbe hachurée), deux choix de
parametres entrainant pourtant la méme valeur de Ry. Il faut cependant se rappeler que
le nombre de reproduction Ry découle d’une analyse linéaire autour du point d’équilibre
sans maladie et que cette simple analyse ne permet pas de se prononcer dans un tel cas
non hyperbolique. On peut tout de méme constater que la distinction entre les courbes
pleines et hachurées sont moindres pour des nombres d’infections initiales inférieurs et
que les populations d’infectés restent relativement stables pendant un certain temps, les
populations d’oiseaux susceptibles décroissant de fagon linéaire plutot qu’exponentielle
sur cette période.

Le choix du parametre N}, = Ng(0)(1 — 0.27)/0.27 correspond & une situation ot
initialement 27% des piqures des moustiques sont effectuées sur des oiseaux de 'espece
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considérée (les 73% restants étant fait sur les autres especes, celles contribuant a N(’])
et l'usage de p = 1/3 découle de la considération qu’'une piqire est effectuée tous
les trois jours par les moustiques femelles. Dans le second cas (correspondant a celui
représenté par le modele introduit dans [2§8]), on suppose une population nulle d’autres
cibles ]\76 = 0 (toutes les piqures des moustiques sont donc effectuées sur les oiseaux
de l'espece considérée) et ajuste le parametre p de facon a ce qu’initialement un méme
nombre de piqures soit effectué sur chacun des individus de I'espece considérée. Malgré
le fait que ces deux situations soient similaires lorsque le systeme est dans le voisinage
de l'équilibre sans maladie, il n’en est pas de méme lorsque la maladie devient plus
présente. Ainsi, dans le cas extréme ou il ne reste plus qu’'un seul oiseau de ’espece
considérée, le second choix de parametres prévoit que toutes les piqures des moustiques
seront effectuées sur ce dernier individu alors que le premier prévoit une redistribution
des piqures a travers toutes les especes mises en cause.

L’une des conclusions de la référence [28] est quune intervention permettant de di-
minuer la population des moustiques devrait «améliorer» la situation épidémiologique
(diminuer Ry) alors qu'une autre visant a diminuer la population des oiseaux serait né-
faste (augmentation de Ry). Il s’avere que les considérations venant d’étre apportées sur
le role de N}, affectent ce dernier résultat. L’équation (@) permet d’écrire la condition
Ry < 1 (nécessaires a ce que la situation sans maladie soit un équilibre stable) sous la
forme

Sp_ palr + pp)(k + pa)
(N}, + Sp)? p*kipin Ay

Sous cette forme, il est clair qu'un controle de la maladie par I’entremise des populations
d’oiseaux doit avoir comme but de réduire la quantité Sg/(Nj,+Sp)?. Or, cette quantité
possede un maximum en Sp = N/, puisque sa dérivée est nulle en ce point

NG — NG

Sp=NY, (No + Np)?

d ( Sg )

dSp \ (N}, + Sp)?
et que sa dérivée seconde y est négative
_ —2(2N}, — Np) —1

— v _ = - <0
sery,  (No+Np  8(Np)?

5 (w2 5r)
S \ (N} + S)?

Ainsi, pour des S > N(’), une petite réduction de la population d’hotes Sp ne fait
qu'augmenter la quantité Sp/(N5 + Sp)? et «aggraves la situation, en accord avec les
résultats de [2§]. A lopposé, si S < N’O, une diminution de population d’hotes Sp
entraine une diminution de Sg/(N}, + Sp)? et aide donc au controle de la maladie.
Cette méthode est d’autant plus efficace que Sy, est inférieur a ]\76 puisque la dérivée

(N, — Sp)/(N4 + Sp)? sera plus grande. Dans le cas ot 27% des piqiires sont faites
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sur les oiseaux hotes, N(’] = 2.7Ngp(0) et 'on se trouve donc dans la seconde@ de ces
situations, une conclusion allant & I’encontre de celle de [2§].

Il est mentionné au chapitre [l que les parametres d’un tel modeéle compartimental
peuvent étre directement rendus fonction du temps sans considérations additionnelles
(par opposition a un modele a équations différentielles a délais par exemple). On pour-
rait donc tenter de trouver des fonctions du temps et des conditions environnantes
permettant d’obtenir des valeurs pour chacun des parametres du tableau (A1) et ainsi
espérer obtenir une dynamique réaliste permettant de prévoir les populations de mous-
tiques et I’état d’infection des moustiques et oiseaux tout au long d’un été. Cependant,
les choses ne sont pas aussi simples.

En effet, on a déja mentionné que les apparences mécanistes du modele en ce qui a
trait aux prédictions des populations de moustiques a ’aide de leur cycle de reproduc-
tion étaient trompeuses. Méme si ce n’était pas du phénomene traité en section (LL3.4)),
il restera toujours le probleme qu'un modele compartimental de ce type ne conserve au-
cune mémoire de son état antérieur et ne peut donc pas correctement gérer les délais. Au
mieux, on pourrait obtenir une croissance exponentielle (avec une modulation due aux
conditions ambiantes) de la population au cours de 1'été suivie d’une décroissance due
aux conditions ambiantes défavorables ainsi qu’au phénomene de diapause. Cependant,
la situation biologique [0l [6] est plus complexe et présente entre autre des oscillations
plus ou moins cycliques dans les populations de moustiques, oscillations découlant de
la présence de délais dans le systeme (e.g. temps pris par une larve pour devenir adulte,
temps entre les pontes des adultes).

De plus, des problemes peuvent également survenir du point de vue de la maladie.
Malgré le fait que les effets mentionnés en (L3.4]) peuvent étre considérés négligeable
pour le passage de E)ys a I, avec les parametres du tableau (4.1), les réalisations tempo-
relles générées par le modele seront tout de méme faussées par son mauvais traitement
des délais et on risque de surestimer I'importance de l'infection.

100n n’allegue pas ici qu’il en est de méme pour la situation biologique mais plutét que les résultats
de [28] sont inconsistants avec les parameétres qui y sont utilisés. Pour déterminer olt se place une
situation naturelle, il faut considérer toutes les especes j pouvant servir d’hote a la maladie ainsi
que leurs coefficients ip; et ip7; respectifs. Méme si plus de 50% des piqires sont effectuées sur des
hotes potentiels, il se peut que réduire la population des especes d’hotes possédant des coefficients de
transmission plus élevés permette de réduire Ry.

HAvec pa = 0.029 et 7, = 1/k ~ 9.43, le modele compartimental prévoit que 78.5% des individus
exposés effectuent éventuellement le passage vers I’état adulte alors qu'un traitement «correct» du délai
apporte 76.1%, deux valeurs comparables. Il est & noter que ces parametres sont remis en question
a lannexe [E] et que dans certaines conditions (e.g. température basse), la différence entre les deux
résultats peut devenir importante.
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I1 est tout de méme possible d’utiliser le résultat (£.4]) a des fins de prédictions en
remplacant chacun des parametres y entrant par une fonction du temps et des conditions
ambiantes donnant leur valeur tout au cours de 1’été. Puisque ’on ne peut pas utiliser
le modele pour prédire adéquatement les populations d’adultes, on considere également
cette population comme un parametre que ’on fixe au meilleur de notre connaissance
de la situation actuelle ou en utilisant les données d’années antérieures. On obtient ainsi
une valeur de Ry a tout instant au cours de 1’été et on peut qualifier une situation comme
«a risque» si cette valeur demeure supérieure a 1 pendant une «longue périodes.

Dans le cadre du projet VNO-MAGS, une telle procédure n’est cependant pas jugée
satisfaisante puisque 1’on souhaite estimer la population des moustiques en considérant
I'impact des interventions humaines pouvant étre prises en plus de l'effet des conditions
environnementales. C’est pourquoi la section suivante s’attarde a la conception d’un
modele mécaniste traitant correctement les différents délais mis en cause et permettant
de tenir compte des divers effets mentionnés. On devra également revoir les différents
parametres du systeme puisque ceux du tableau (4.1]) sont jugés inadéquats pour la
situation québécoise. Ce dernier point est discuté & I'annexe [E]

4.3 Modele diffusif pour VNO

Plusieurs auteurs utilisent des modeles comportant des chaines de compartiments
dans le but de pouvoir utiliser des parametres vitaux différents a divers stages de déve-
loppement. Il s’avere cependant que 1'usage de chaines de compartiments a également
I’avantage de pouvoir mieux tenir compte des délais qu'un modele compartimental clas-
sique mais que le nombre de compartiments utilisés ne soit pas un choix aussi arbitraire
qu’il ne pourrait le paraitre a premiere vue (section (2.3))). L’élaboration d’un modele
diffusif permet de se libérer de ces considérations lors de sa conception et de reporter
ces choix au moment ou on souhaite I'implanter.

4.3.1 Elaboration du modeéle

On considere qu’il est important de tenir compte des délais de temps de matura-
tion des larves de moustiques, du cycle de piqure et de pontes d’ceufs par les adultes
ainsi que d’incubation de la maladie chez les moustiques exposés et on utilise donc
des modeles diffusifs pour modéliser les populations de moustiques. Toutefois, on consi-
dere que l'incubation et la mortalité/guérison des oiseaux se produit sur des échelles de
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temps suffisamment rapide pour que l'on puisse conserver des modeles compartimen-
taux (modele diffusif de dimension zéro). Cette approche est utilisée afin de simplifier
I'intégration de ce modele (ou plutdt du modele de cohortes équivalent) a 1'outil VNO-
MAGS (dont il est fait mention en section (£.I.2])) tout en tenant correctement compte
des délais jugés importants.

Les oiseaux susceptibles Sp, infectés Iz, guéris Rp et morts Xpg ainsi que les mous-
tiques en diapause R); sont représentés par des compartiments répondants globalement
a la méme dynamique que ceux de la section ([£.2]). La dimension d’état z;, caractérise le
niveau de développement des larves L), alors que x4 représente 1’évolution du processus
de piqure/ponte des adultes susceptibles Sy, exposés Fy, et infectés Iy,. De plus, Ey
possede une dimension additionnelle 34 tenant compte de I'incubation de la maladie.
Le systeme d’équations différentielles (totales et partielles) prend la forme

dSp; _ _iBjwpi¥MBSB;
dt NO + NB
dlg;  1pjwj¥MmBSB;j
_ B £ N
dt No+ Ny BT HEE
dRpg;
TR
X
ddfj = pBjlB;
oLy _, @Lu_ 0Ly
ot Ut gar | g, MM (4.5)
OSu 0?Sy 0Sm
— =D, — Uy — paS
ot Ao M Om, 1AM
OFE PEy, PEy, OFE OF
9o _p, CEm  p Com OB OEM B
ot "o TP T Vg, T gy, T HabuM
oy, PLu Oy
ot Tt oRd tagp,  AM
dR
el Ory — paRy

et est complété par les transferts entre les compartiments diffusifs et la «pression d’in-

12Une corneille Corvus brachyrhynchos infectée survie environ trois jours alors que les délais affectant
les moustiques sont tous de I'ordre des dizaines de journées.
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Fig. 4.7: Modele diffusif pour VNO. Les oiseaux susceptibles Sp, infectés I5, guéris Rp et morts
Xp ainsi que les moustiques en diapause Rj; sont représentés par des compartiments répondants
globalement a la méme dynamique que ceux de la section ([£2). Les larves de moustiques Ly, les
moustiques susceptibles Sy, ainsi que les moustiques infectieux Iy, sont représentés par des modéles
diffusifs unidimensionnels alors que la dynamique des moustiques exposés Ej; est gouvernée par un mo-
dele diffusif bidimensionnel. Les larves se développent jusqu’a ce qu’elles aient accumulé suffisamment
de degrés-jours pour émerger a |'état adulte (fleche bleu foncé pour le passage vers les susceptibles,
fleche grise pour le passage vers ceux en état de diapause). Les nouveaux adultes prennent un certain
temps avant leur repas de sang puis produisent des ceufs afin de les pondre (oviposition, fleche verte)
et ce cycle se répéete jusqu'a leur mort. Lorsqu'un moustique adulte pique un oiseau infecté, il a une
certaine probabilité de devenir exposé (fleches mauves). Son cycle piqlire/pontes n'est pas affecté par
la maladie mais cette derniere se développe jusqu'a la fin de la période d'incubation ou il devient
infectieux (fleches rouges). Le cycle de reproduction n'est toujours pas interrompu mais un oiseau
susceptible piqué par un moustique infectieux a une certaine probabilité de devenir infecté (fleche bleu

pale).
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fectio>> sur les oiseaux vy, p

orm(0,t) =0 Z Gan (5™, 1) (vert) (4.6a)
m=1
quM(ZL’, t) = ¢3M(ZL', t) + /y QSé‘M,x(l’, y', t)dy' + §Z5]M(£L’, t) (46b)
0

G5 (0, 1) = n(t)pra (a, 1) (bleu foncé)  (4.6¢)
Grur(t) = (1= n(t)pra (z, 1) (gris) (4.6d

iq. J I~ piq.
Peny(z] ", 0,t) = ﬁQSM(Il —€,1) (mauve) (4.6e)
Bon (™ + 1) = <1 - ﬁ) P (1.66)
drv(z,t) = Py (e, e ) (rouge) (4.6g)

Yup = Z Grar(al 1) (bleu pale) (4.6h)
=1

Les noms de couleurs font référence aux fleches de la figure (A7) résumant de fagon
graphique ce modele diffusif. Les multiples quantités introduites dans les équations (4.5)
et (6] sont expliquées dans la suite de cette section.

Les larves L), se propagent dans la dimension x; jusqu’a ce qu’elles atteignent le
seuil critique d’émergence 25", o1 elles deviennent des moustiques adultes susceptibles
Sy (fraction n) ou en diapause Ry (fraction 1 — 7). Les équations (L.6d) et (4.6d)

expriment ces conditions aux frontieres en utilisant la notation ¢gy/(z,t) pour le flux

au temps t d’adultes susceptibles Sy, traversant le point x4 = x, ¢ga(t) pour le flux de
nouveaux adultes en état de diapause entrants au temps ¢ dans Ry, ainsi que ¢y (1, t)
pour le flux au temps t de larves L), traversant le point z; = x.

Les moustiques adultes actifs, peu importe leur état d’infection (donc Sy, Ey; et
I), produisent  nouveaux ceufs (représenté ici par le début du compartiment L)
chacun lorsqu’ils traversent les points critiques de ponte 24 = 2P, L’équation (ZL.Gal)
permet de prendre compte de ce phénomene. On explicite la quantité ¢p/(z,t), néces-
saire & la derniere relation, grace a la relation ([4.6D]) ot on a définit ¢ppr.(x, v, t) le flux
a I'instant ¢ d’adultes exposés F); s’écoulant dans la direction x4 au point ou x4 = =
et y4 = y ainsi que ¢rpr(x,t) le flux au temps ¢ d’adultes infectés I, traversant le point
x4 = x. L’intégrale est utilisée pour connaitre le flux total d’adultes exposés traversant
la limite x4 = 2P°"¢ peu importe leur état d’incubation y,4 € [0, y™<].

BCette quantité joue le méme role que le terme ply; de 1'équation @I]).
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Les adultes actifs effectuent un repas de sang (piqure) a chaque fois qu’ils traversent
I'un des points z4 = atfiq' et si un adulte susceptibles Sj; pique un oiseau infecté
lors de I'une de ces piqures, il a une probabilité iy, de devenir exposé. En définissant
dpmy(x,y,t) le flux a Uinstant ¢ d’adultes exposés Eyy s'écoulant dans la direction y4
au point otl £4 = z et y4 = y et en réutilisant les I, No et N définis en section @210,
le flux de nouveaux adultes exposés en chacun des :L’fiq' est donné par I’équation (4.Gd).
Cependant, ces individus maintenant exposés doivent étre retirés du compartiment Sy,
d’ou ils originent et ce rdle est joué par 'équation (L61]). La quantité e, définie comme
positive et infiniment petite, est utilisée dans le but d’observer ce qui se produit tout
juste avant ou apres la position critiqu P

L’équation (4.6g)) est utilisée pour tenir compte du fait que les adultes exposés
deviennent infectieux lorsqu’ils traversent le seuil y4 = y™". Ils poursuivent ensuite
toujours leur progression en x4 de la méme facon que le font les moustiques susceptibles
et exposés puisque la maladie ne les affecte pas directement. Cependant, les oiseaux
piqués par ces moustiques infectieux ont une probabilité iz de devenir infectés et la
quantité ¢, définie en équation (L.6N]) est nécessaire pour compléter (ELH).

On suppose que la maturation des larves et I'incubation de la maladie chez les adultes
exposés sont gouvernés par un processus d’accumulation de degrés-jours au dessus d'une
certaine température (tel qu’expliqué en section ([B.1.4])) et utilise donc les vitesses

B (Teau(t) - Tsémer.)

Vzp, (t) o T émer. H(Toau (t) - Tsémor.)
Tair t) — TsinCUb. incu
Vya (t) = ( (’])'incub. ) H(Tair(t> - Ts b.)

dépendantes de la température du milieu dans lequel se trouvent les individus, soit la
température de ’eau Ty,, pour les larves et la température de 'air T,;, pour les adultes.
Lorsque I'on choisi a$m¢" = yiic"b = 1 ces vitesses impliquent qu’une nouvelle larve
doit cumuler 7" degrés-jours au dessus de la température seuil 76" pour émerger
et qu'un individu infecté nécessite 72" degrés-jours cumulés au dessus de T2"P pour

devenir infectieux. Pour I'évolution du processus de piqure/ponte des adultes, on utilise

la vitesse
( L/ (27t ria(t)) sia e [0,
1 27_piq. t si x € ] xpi)nte’ xpiq.
UmA(x7t> = /( ( )) 192[ -1 1 [ (47)
Tair t) — Tspontc - |
Funl®) onte )H (Toe(t) — TPM)  si z e J [abio, abonte|
: 27?) m=1

Le systeme est discontinu aux points x}'*. On peut percevoir la situation comme si les deux cotés
de cette discontinuité étaient des compartiments diffusifs bien distincts.
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discontinud™ le long de 'axe 2 4. Si on définit #”'% = 1 —1/2 et 22" = m, il faut donc
un temps 7€ P4 avant quun adulte nouvellement émergé effectue sa premiere piqjire,
un moustique venant de piquer doit cumuler 7™ degrés-jours au dessus de TP pour
pouvoir pondre et un adulte venant de pondre nécessite un temps 7P avant d’effectuer
la prochaine piqure. La forme exacte que doivent prendre les différents coefficients de
diffusion pour représenter le mieux possible la situation du VNO au Québec est encore
inconnue comme aucune information biologique pertinente n’a pu étre obtenue a ce
sujet. On considere tout de méme que D, , est discontinu dans la dimension z,4 aux
meéme endroits que v, , alors que D,, et D,, sont continus.

Pour la diapause, on utilise la fonction

n(t) = % <1 _ tanh (%)) (4.8)

passant de 1 & 0 autour de l'instant ¢t4#-. Malgré le fait que cette fonction ne vaut
jamais vraiment 1 ou 0, la transition s’effectue principalement sur Uintervalle [¢4iaP- —

pdiap. gdiap. 1 diap.] of est donc approximativement de durée 2742P-,

4.3.2 Commentaires

Aucune information permettant de connaitre les valeurs a utiliser pour les coefficients
de diffusion D,r, Dy et Dya n’a été trouvée dans la littérature. Pour fixer D, par
exemple, on aurait non seulement besoin du temps moyen pris par les larves pour
passer a 1’état adulte mais également de I’écart type de la distribution autour de cette
valeur de délai. L’obtention de cette quantité ne demande pas beaucoup plus sur le
plan expérimenta et il se peut que les expérimentateurs jugent inutile d’inclure ce
type de valeurs lorsqu’ils publient des informations sur les délais biologiques mis en
cause puisque les modeles conventionnels ne permettent pas de les considérer de toute
facon.

Le choix d’utiliser un modele compartimental classique pour gouverner la dynamique
des oiseaux peut apporter des problemes lorsque pp; et r; sont tout deux simultanément
non nuls. Bien entendu, de tels taux soumettent le compartiment /z; aux effets discutés
en section (L34 mais cela ne s’arréte pas la. On ne peut pas simplement utiliser

15La dimension x4 peut étre percue comme une succession de compartiments diffusifs distincts a I'in-
térieur desquels la vitesse v, , (t) est constante. Cette perspective est compatible avec celle mentionnée

a la note ().

16]] est nécessaire d’obtenir une quantité du genre pour connaitre I'erreur commise sur la valeur
moyenne donnée.



Chapitre 4. Application au virus du Nil Occidental 7

I'inverse du temps moyen nécessaire a ce qu'un individu meurt ou guérisse mais on doit
également considérer quelle fraction de la population subira I'un de ces sorts plutot que
I’autre : que signifie I'affirmation que des individus meurent 5 jours apres l'infection
mais qu’ils prennent 12 jours a s’en rétablir? Si une fraction g; des individus vont
éventuellement survivre a la maladie, le meilleur choix de pp; et 7; permis par le modele
actuel pour que les bonnes populations se retrouvent éventuellement dans Xp; et Rp;
est de considérer le temps moyen 7;p; passé par les individus dans le compartiment
Ip; puis de fixer pp; = (1 — g;)/7ip; et 7; = gj/7r;j. Si les délais mis en cause sont
tres différents I'un de I'autre, une alternative possible serait de remplacer les équations
gouvernant les populations d’oiseaux du systeme (4.0) par

dSp; _ W PMBOB;
dt No + Ng
Iy, iBjwWB;YMBSB;
dfj = (1 - gj) ==L — up;I;
No + Np
dIg; _1BjWBjYMBSB) R
=gi—= = —1ilp;
dt No + Np
dRpg;
il
dXp, <
dt = MBjIBj

ou [ gj sont des oiseaux infectés qui vont éventuellement mourir et [ gj sont ceux qui
en guériront. Dans une telle situation, les taux pp; et r; portent leur signification
habituelle.

Aucune version informatique complete de ce modele n’a été implantée dans le
contexte des travaux reliés a ce mémoire. Quelques expériences préliminaires ont tout de
méme été réalisées sur des compartiments diffusifs unidimensionnels (systeme larves/adultes
sans maladie) en utilisant un algorithme de type Crank-Nicholson (différences finies)
ou encore en profitant du lien étroit entre la convolution et la solution de I’équation de
diffusion pour solutionner le systeme en plusieurs pas avec I’algorithme de transformée
de Fourier rapide («Fast Fourier Transform», FFT). Ces avenues n’ont pas été explo-
rées avec suffisamment de détails pour produire ici des résultats quantitatifs significatifs
mais certains commentaires qualitatifs généraux sont tout de méme donnés.

La présence d’un coefficient de diffusion non nul aide a stabiliser autant 1’algorithme
Crank-Nicholson que celui basé sur la FFT. En effet, ces deux algorithmes ont tendance
a étre instables pres des discontinuités de la fonction (hautes fréquences) lorsqu’il y
a absence de diffusion (transport pur). Ces derniers cas (sans diffusion) seraient pro-
bablement mieux traités par une approche s’apparentant plus a celles utilisées pour
des équations différentielles a délai ou encore en utilisant une interpolation par spline
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cubique (ou similaire) que 'on «déplace» a la vitesse souhaitée.

Les principaux problemes rencontrés chez les deux algorithmes sont tous liés a l'ap-
plication des conditions aux frontieres. Pour ce qui est de I'algorithme Crank-Nicholson,
le probleme se pose dans I'implantation de conditions «réfléchissantes» a la diffusion a
I'une des extrémités (la gauche) des compartiments (L et A) et dans le décompte des
individus quittant L par diffusion ou traversant les seuils de A de la méme facon et ce,
tout en gérant les divers flux entre les compartiments découlant de la partie «trans-
port» de I'équation. Un probleme plus intrinseque survient pour ’algorithme utilisant
la FFT. En effet, lorsque 'on effectue une convolution en utilisant cette méthode, il faut
se rappeler que les conditions aux frontieres sont périodiques et I’on doit éviter les «dé-
bordements» en utilisant des séquences plus longues que nécessaire dont les éléments
excédentaires contiennent des zéros («zero paddings). Tout le traitement des conditions
aux frontieres consiste alors a réinjecter au bon endroit et a chaque intervalle de temps
les individus ayant quitté les compartiments en débordant sur cette zone excédentaire
et a choisir des intervalles de temps adéquats.

Une alternative plus simple consiste a profiter des observations de la section (2.3.2)
et de concevoir un modele a chaines de compartiments équivalent au systeme diffusif
étudié. Le concept de «chaine» de compartiments peut également étre généralisé pour
représenter des modeles diffusifs a plusieurs dimensions et par exemple, le modele diffu-
sif bidimensionnel Fj; serait représenté par une «matrice de compartiments». Dans un
tel cas, les conditions aux frontieres s’averent triviales et 'implantation numérique en
devient aisée (le systeme résultant pouvant étre intégré grace a un algorithme de type
Runge-Kutta standard ou autre). L'un des désavantages d’'une telle approche compa-
rativement a un «véritable» algorithme de solution de 1’équation de diffusion réside
dans le fait qu’alors qu’il est possible d’obtenir une solution arbitrairement précise avec
ces derniers (e.g. convergence quadratique de I'erreur pour Crank-Nicholson), la préci-
sion de la méthode par analogie avec les chaines de compartiments est contrainte par la
valeur du coefficient de diffusion D (voir (2.3.2)) et dans le cas particulier ou D = 0, I'er-
reur diminue selon la racine du nombre de compartiments utilisés (convergence lente).
Néanmoins, lerreur dont on parle ici est commise sur la forme de la distribution (donc
sur la distribution de délais mise en cause) plutdt que directement sur les valeurs des
populations totales du modele épidémiologique et il faut également garder a I’esprit que
le modele diffusif apporte lui méme de telles approximations.

Si aucune version informatique complete du modele diffusif venant d’étre introduit
n’a été implantée, un modele de cohortes correspondant a tout de méme été produit.
La section suivante présente ce modele.
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4.4 Modele de cohortes pour VNO

Le modele diffusif est excessivement général et utile lors de I’élaboration d’un modele
épidémiologique. Cependant, son implantation numérique peut étre relativement lente
d’exécution et une méthode semi analytique comme le modele de cohortes peut étre
une solution envisageable. Le modele de cohortes permet également de visualiser et de
comprendre la structure interne des différentes générations d’individus composant une
population la ou le modele diffusif les confond toutes.

4.4.1 Elaboration du modeéle

Au printemps de chaque année, les survivants parmi les moustiques adultes Culex
pipiens pipiens entrés en diapause a la fin de 1’été précédent recommencent leurs ac-
tivités. Ils sont a ce moment les seuls représentants de leur espece et la population de
tout 'été sera (au Québec) entierement formée de troi générations découlant de ces
individus. Cette situation se préte bien a l'utilisation du modele de cohortes puisque
chaque adulte femelle pond rarement plus de trois fois au cours de sa vie et donc, un
maximum de 40 Cohortes@ peuvent exister au cours de I'été. La démarche employée
dans cette section est donc la suivante : on gere la dynamique des diverses especes d’oi-
seaux hotes a 'aide d'un modele compartimental ayant la méme forme que celui de la

section (4.3))

dSp; _ _ipjws;¥upSs,

dt | No + Np

défj _ ZBj;ijiﬂﬁ:Bj —1ilB; — kjln;
dithj = upjlg;

puis on convertit en un modele de cohortes le modele diffusif qui y traite les populations
de moustiques.

A cette fin, le formalisme de la section ([B.2]) peut étre appliqué au modele diffusif de
la section ([A3]) pour permettre de connaitre I’état de la population de moustiques en

71 est possible quune quatrieme génération puisse survenir, apportant & 121 le nombre total de
cohortes possibles.

18En utilisant les parametres de I’'annexe [E] environ la moitié de ces cohortes ne naitront pas avant
la fin de la saison (voir tableau (L2)).
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tout temps. Puisque les larves d’une méme cohorte F) ; sont indiscernables et soumises
aux meémes conditions, on note simplement ces individus L Fx €t il en est de méme pour
les individus en diapause Rpx de la méme cohorte. Cependant, plus d’informations sont

les individus susceptibles, F™! les

) . . l
nécessaires chez les adultes actifs et on note S5 st
g b

Fy
exposés et [ ;}Sl les infectés dont la prochaine «action» sera d’effectuer la [-ieme piqtre
(«ars» pour «avant repas de sang», les individus pour lesquels x4 € [0, xlfiq'[ sil=1ou
x4 € [2P 2P si 1 e N*\ {1}) ainsi que S%?V"m les individus susceptibles, E%?th
les exposés et [ f,?v"m les infectés dont la prochaine «action» sera d’effectuer la m-ieme
ponte («grav.» pour «gravides», les individus pour lesquels z 4 € [zP% zPone[). [indice
inférieur h supplémentaire des exposés informe que les membres de cette cohorte ont été
exposés a la maladie lors de leur h-ieme piqtre. A I’exception des individus en diapause
pour lesquels on ne s’intéresse qu’a la population totale RFéc (t) de chaque cohorte au
temps ¢, on suppose que les cohortes sont toutes gaussiennes (voir section ([3.2.2))) et
respectent les relations

Los(et) = ~ Let) o <_(a: - :vL,F;(t)f) (19)

V2ra,, px(t) 2(00,, (1))
Sars,l(t> (LU - jars,l (t))2
Fk A.Fk
Sl g t) = —2 — exp | — - (4.10)
Fk ’ ars,l ars,l 2
; V2r0] (1) 2(0“7%,((1&))
getav.m (y o ETAVI (412
SEE 1) = ——2 gm.(m) exp o - (4.11)
g 27ramA7F;< (t) Q(UQCA’F’Qk (t))
ars,l _ars,l _
ars.] B EF;ﬂh(t) (z — L4 px (t)? (y — yA,ng,h(t))2
EF;‘,h(x’y’t) - 27ro_ars,l (t)O’ (t) eXp | — 9 ars,l " 2 9 + 2
x4, K ya,F¥.h (O-:(:A,F;‘( )) (UyA,F;‘,h( ))
(4.12)
B O g
Eng’h (xvyut) - 27r0_grav.,m(t)o_ N (t) exp | — 9 erav.,m : 2 9 . 2
eaky \V)TuaFich Crnea0) (a2 (1))
(4.13)
ars,l _ars,l
Iars’l(:c h = [ng (t) exp (z — IA,Fgc(t)y (4.14)
Fk ’ = T 5= arsl .\ B ars,l 2 ’
; V270, (1) 2(amA’ng(t))
Jeavam (g o EAVI (112
I8 (2, t) = i " exp —( AFy W . (4.15)
F!}( Y \/%O_grav.,m(t) 2 grav.7mt 2
(EA,F!;‘ (O-wA,ng ( ))

Lorsque les tous les parametres de ces relations sont connus pour toutes les cohortes
ng du systeme, on peut réobtenir les Ly, Sir, Enr, Ly et Ry de la section ([A.3) a 'aide



Chapitre 4. Application au virus du Nil Occidental 81

des relations

Splen) s oDt LU o]

| SErn) siowe O e
m=1

B (2 y,t)  sioz e [0,20U U Era |

o
okh | By (@y,t) si oz € Q[xféq'#’f?r?me[

ars,l . i onte i
Lz, t)  sio@ e [0,aP U U[xflt P

Iy(z,t) =Y ¢ ° o

9.k Ig“‘W Mt) sioxze | [xPie, pponte|
m=1
=D Rex(t)
g,k

et Yyp est toujours donné par I'équation (A6h). Il reste donc & clairement définir les
distributions données par les équations (L) a (L.I5) ainsi que les Rpx(t) pour que le
systeme soit complet.

On considere que le moment ot un événement se produit pour une cohorte ng est
I'instant ou la moyenne des individus de cette cohorte a traversé le seuil déﬁnissant

cet événement et on définit ainsi les temps d’émergence ¢S, de l-ieme piqtre ¢,
g

Fk i
de m-iéme ponte tponte et de h-itme fin de période d’incubation #5">-. Ces multiples
g b

9
temps peuvent étre ﬁxes en utilisant les diverses vitesses et conditions aux frontieres de
la section (A.3]). Puisqu’une condition initiale est nécessaire, on débute avec la cohorte
Fy ayant survécu a I’hiver et reprenant ses activités au temp t . Les divers temps

9Bijen entendu, il ne s’agit pas 1a d’une émergence : ces individus sont a 1’état adulte depuis la fin
de 1’été précédent. Cependant, tout comme les nouveaux adultes venant d’émerger du stade larvaire,
les adultes sortant de la période de diapause se trouvent au point 4 = 0 du compartiment Sy;.
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doivent donc respecter les conditions

$Pid

Fk1
g ars,1 4/ r
/émer. U:BA (t )dt N
tFk

g9
ponte

(NN

k

e g = Ly e
Pia- ra 2

Fsl,‘,m

t?;;l ars,l 4/ !
ponte UxA’ (t )dt -
Fg‘,lfl

Vole N\ {1}

tincub4

/ T () =1 Y he N
t

/F" v, )t =1 ¥V geN*
t

ol le temps de naissance tr;}iss' ‘une cohorte F ; est défini comme 'instant ou la cohorte

mere a pondu les ceufs desauels découle cette cohorte

,,,,,

naiss. __ 4ponte ./ *
(k1K kg —1,kg] t (k1,k2 g€ N
F, k
9 g—1 g

et les vitesses 02! et v8"™ ont ¢té définies pour simplifier 1'écriture

1 .
arsi/p ) sy Sl =1
() (t) = { ) (t)

) sil>1
Tair t) — Tsp onte onte
Ve (t) = ( (2;;P0Hte )H (Tair(t) - )

Il est a noter que ces définitions sont en accord avec la définition de v,, donnée en

équation (4.1).

On souhaite avoir la possibilité d’utiliser une condition initiale ot certains mous-
tiques adultes peuvent étre déja infectés sans toutefois qu’il ne puisse y avoir initialement

de moustiques exposés. On considere donc que la cohorte Fy possede au temps ¢3'"

. . . . el _ 1 7 1 é
une distribution gaussienne de position moyenne %, () = 0, d’écart type o,y p (L5")

émer.

ainsi que de population susceptible S;ES’l(t%?er') et infectée I;gs’l( Ger). Toujours en ap-
pliquant la méthode développée a la section (B.2]) sur le systeme de la section (4.3]), on
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obtient ’expression des positions moyennes

t
Zf'[ﬁpgk (t) = / ' Vg, (t,)dt,
tl’lalSS.

F,
g
t .
I fémcr. U;;S’l (t/)dt/ S1 l — ]_
_ars Fk
=4
A,Fk .
¢ L= 1+ [pome 02¥()dt sil > 1
Fi-1
t
7 Brav.,m — grav. 4/ /
A Fk (t)=m— -+ ' Srav- (1) dt
Fg ,m
t
/ /
Ya,r h(t):/p'q vy, (H)dt
tFk h
des écarts types@
2
U:(:L( naf}gss,m,k ]) 2 n
g (t) = Fy 1 9 O_grav.7kg (tnalss ) + 2D (t/)dt/
. gl kgl - grav. [ naiss. k1 seeeskg—1] (v k] -
ne Uz 4 ( F[kl,.“,kg]) wA,Fg,l tna[fls o
g !
r
ars,1/,¢
va (t;rrl)(cn) )
-9 émer. ars,l /4, / .
\ vxL(t;‘il(“») (UwLngf( Fk )) + ftcmcr 2D;, (t )dt sil=1
ars,l g
o (1) =
xa,Fk N 2
7 V2T l(tl;(icmle 1) (O_grav.,l—l(tponto )) + f Dars,l(t,)dt, Gil>1
—rav T ponte Y .
\ ) ) Ve Vrpi wome 2l
\
2

o () e
w0 = | s | (i) + [ 2pg @
t

\ ars m(tplq ) piq.
Fk

UyA (t?gvh) ars,h piq 2 !
yAvF h(t) ars ,h (4 piq. ( xA,Fk (tFk;h)> + / ) 2DyA (t,)dt,
\ e (fr) e

2071 est & noter que ces résultats (de méme que ceux des populations) sont obtenus dans I’approxima-
tion ou les parametres du systeéme et la forme des cohortes changent peu lors du passage des interfaces
par les diverses cohortes. Cette question est traitée en plus de détails en section (B:2.2)).
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ainsi que des populations

t
. k .
Ly w)=ﬁ(;%i%;,kg])Sjjli:,ufkgﬂ(;j}ff;.‘,kg])exp<— / <t'>dt')

g 1 l’lalSS

[ 1505kg]
) 0 (t5) L (t) exp(— f;,,l,(e,, 1 A(t’)dt) sil=1
Sars Fg
rav onte t .
g l 1 I;—,k; 1) exp<_ j;}p;‘(i(ntle . MA(t,)dt/> S1 l > 1
k-
t
ng Y (1 tplq )) S;fgjm (t?;;m) exp | — / ! A dt
t?k,m

g

l 0 si [ <h
rav.,l—1 onte t .
Fk h Eik ) (t%d ) exp(— ft;;;(mlc 1 ,uA(t’)dt’> sio I>h
.

0 sim<h
iq. ars,m i t .
B (1) = { Vo () Sy (#5,) exp (= S pa®)dt) sim=h
E;'r: W (tplq ) exp(— ftpiq uA(t’)dt’B sim>h
F;(,m
-1
1 yAF h(t) 1 1
]ars,l(t) _ - of +1 Ears ( )
i h=1 2 < <\/_UyA,Fk n(t) Fgh
1 Yarin(t) —1
Igrav.,m _ - +1 Egrav.,m(t>
dd ; 2 ( (\/_UyA,Fk n(t )) ) Fih
t
RFk = (1= 77( émer. )) LFk( émer. ) exp( / ,uA(t/)dt/>
terrlx(er.

g9
ou g (t) est la «pression d’infection» des moustiques par les oiseaux et est donnée
par
ivp I
Vpu(t) = =——=
N, o+ N B

L’annexe [D] explique comment la version informatique de ce modele a été implantée.

4.4.2 Résultats

Puisque les parametres et conditions relatifs a la dynamique de la maladie sont plus
incertains, les résultats de cette section sont consacrés a la dynamique des populations de
moustiques en absence de maladie. A ’exception de 3, on utilise les parametres présentés



Chapitre 4. Application au virus du Nil Occidental 85

Tab. 4.2: Temps importants pour une réalisation du modéle de cohortes. Ces temps sont
produits par I'implantation numérique décrite en annexe[D] du modele de cohortes introduit en section
([@Z1) en utilisant les parameétres suggérés en annexe [E] (3 I'exception de [3, voir texte) ainsi que la
réalisation de températures présentée en figure (E]). On limite 3 3 le nombre de pontes par femelle
(nombre de cohortes filles par cohorte mere) et des 1 4+ 3 + 9 4+ 27 = 40 cohortes pouvant donc
potentiellement exister sur 4 générations, seulement 17 d’entre elles «ont le temps» de naitre avant
la fin de I'été. Les temps portant le symbole { découlent directement du choix plus ou moins arbitraire
t%rge" = 140 mais |'impact sur les autres temps est faible pour des raisons mentionnées dans le texte.
Tous les temps sont en jours écoulés depuis le premier janvier a minuit.

T S S S PR PR PR ¥
0 - 0 [ - 1407 1447 167.0 178.2 189.2
1 0 1 1] 163.0 189.1 193.1 204.1 216.3 2272
2 1 2 1,1] 200.1 2214 2254 2445 2842 -

3 2 3 [1,1,1] 240.5 278.0 2820 - - -
4 2 3 1,1,2] 280.2 - - - - -
5 1 2 [1,2] 212.3 236.2 2402 2720 - -
6 5 3 [1,2,1] 268.0 - - - - -
7 1 2 [1,3] 223.2 2496  253.6 - - -
8 0 1 2] 174.2 1965 2005 2109 2249 2442
9 8 2 2,1] 206.9 229.1 233.1 249.7 - -
10 9 3 2,1,1] 2457 2908 2948 - - -
11 8 2 [2,2] 220.9 2465 2505 - - -
12 8 2 [2,3] 240.2 2775 2815 - - -
13 0 1 3] 185.2 206.2 2102 2245 2441 284.0
14 13 2 3,1] 220.5 246.0 2500 - - -
15 13 2 3,2] 240.1 277.2 2812 - - -
16 13 2 3,3 280.0 - - - - -
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Fig. 4.8: Représentation graphique du tableau (4.2)). On présente les instants de naissance (@),
d'émergence (m), de piglires (X ) et de pontes ( A ) de chacune des cohortes du tableau ([£2)) indexées
de 0 a 16. On présente également l'instant auquel aurait eu lieu la quatrieme ponte (W) si un tel
événement avait été permis. Les cohortes représentées par la méme couleur sont des cohortes sceurs
(provenant de la méme cohorte meére).

F 1,1
F 1/ F21,2 =S
1 \: 2 >
13

2

F22 1
Pl F i
\ F 2,3
2
F 3,1
F 3 F23,2
1 F23‘3
2

Fig. 4.9: Arbre généalogique pour une réalisation du modeéle de cohortes. On présente le lien
entre les diverses cohortes présentes dans le tableau (2. Les couleurs utilisées sont les mémes qu’en
figure ([A3)) (des cohortes sceurs sont représentées par la méme couleur).
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Tab. 4.3: Comparaison des délais générés par le modele de cohortes a des observations bio-
logiques. On compare certains délais (colonnes A) générés par le modele de cohortes utilisant les
mémes parametres qu’au tableau (£2) a ceux observés par Madder et. al. [16] dans le sud de I'On-
tario (conditions météorologiques différentes). Seuls les premieres cohortes de chaque génération sont
observées et la cohorte Fil’l’l’l] n'apparait pas dans le modele de cohortes. Les stages embryon-
naires, larvaires et pupaires sont tous regroupés sous le nom «développement aquatique» (une date
intermédiaire d'éclosion des ceufs est fournie dans [16]). Le temps portant le symbole T est soumis
a la méme critique qu'au tableau ([A2]) et les délais munis d’un  sont directement imposés par le
modele/protocole, autant pour le modele de cohortes que pour les observations biologiques tirées de
[16].

o Modele de cohortes Madder et al. [16]

g  Evénements . . . .

mois  jour t A | mois jour t A

0 Fin de diapause et repas de sang (F)) 5 23 1441 5 1 122
Développement ovarien 19 18
Oviposition (FI') 6 11 163 5 19 140
Développement aquatique 26 23
Emergenee des adultes 7 7 189 6 11 163
Activités avant repas de sang 4* 44
Repas de sang 7 11 193 6 15 167
Développement ovarien 7 9
Oviposition (FI") 7 18 200 6 24 176
Développement aquatique 21 13
Emergence des adultes 8 8 221 7 7 189
Activités avant repas de sang 4t 44
Repas de sang 8 12 225 7 11 193
Développement ovarien 16 5
Oviposition (Fi"") 8 28 241 7 16 198
Développement aquatique 37 12
Emergenee des adultes 10 4 278 7 28 210
Activités avant repas de sang 4t 4t
Repas de sang 10 8 282 8 1 214
Développement ovarien 6

4 Oviposition (Fi"Y) 8 7220
Développement aquatique 12
Emergence des adultes 8 19 232
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(c) Progression de la maturation des cohortes & 1’état larvaire (position Z ).

Fig. 4.10: Progression de 7 4 et 7 pour les différentes cohortes. On

réutilise les parametres et

conditions du tableau (@2]) pour générer les positions moyennes Z 4 et T, de chacune des cohortes. La

figure rappelle la température de I"air (courbe verte) et de I'eau (courbe
(E) ainsi que les seuil 7€M (trait bleu hachuré) et TP°"e (trait vert ha
on cumule les degrés jours respectivement pour le processus d'émergence
nouveaux ceufs. La fonction 7 déterminant la fraction des nouveaux adultes

bleue) présentées en figure
churé) au dessus desquels
des larves et de ponte de
émergés a un instant ¢ qui

ne sont pas dans un état de diapause est représentée par la courbe rouge continue (échelle de droite).
La figure présente la progression de la position moyenne T4 des cohortes adultes alors que la figure

(c)| présente celle des larves Z 1. Les couleurs utilisées pour représenter les
mémes qu’en figure ([A8). Les traits pleins horizontaux rouges et bleus de
respectivement les seuils de piqgire =}

diverses cohortes sont les
la figure [(b)] représentent

" et de ponte zP°™e. Certaines courbes se superposent.
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(b) Population des cohortes & 1’état larvaire.

(c) Population totale des adultes.
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(d) Population totale des larves.
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Fig. 4.11: Populations des cohortes et populations totales. Les figures et présentent
la population des cohortes respectivement adultes et a I'état larvaire. Les couleurs utilisées sont les
mémes qu'en figure ([.38]) et les traits hachurés représentent des individus en état de diapause. Les figure
et présentent les populations totales (noir) ainsi que la contribution de chacune des cohortes
(couleurs) aux populations respectivement d'adultes et de larves. Ces dernieres populations sont les
«observables biologiques» obtenues en ne considérant que les individus dans l'intervalle z4 € [0, o0]

pour les adultes et x, € [0, 1] pour les larves (avec 04 = 1/2 et o, = 1/5, voir texte).
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(b) Population totale des larves.

Fig. 4.12: Populations totales pour différents parameétres. Les courbes noires (prés des axes

des abscisses) des figures et reproduisent respectivement les résultats des figures |4.11(c)| et
4.11(d)} Les autres courbes représentent les mémes quantités mais pour des paramétres différents. Les

individus en diapause sont représentés par des pointillés.
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(g) Larves, t = 215.

Fig. 4.13: Distributions des individus dans 74 et a:L.

(h) Adultes, t = 215.

Distributions des larves dans |'espace z,

. - et et des adultes dans I'espace =4 - . et aux temps t = 140 ( .et
[(9] t =165 ] et (d)). t =190 ((e)] et[(F)) et t = 215 (@) et[(h)) Les courbes noires présentent

les populations totales alors que celles de couleurs (méme Iegende qu'en figure (£38))) montrent la
contribution de chacune des cohortes. Les lignes verticale rouges et bleues des figures et

[(R)] indiquent respectivement les seuils de pigire zf'" et de ponte zPo"e.
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en annexe [E] ainsi que exemple des températures d’air et d’eau qui est fourni dans ce
méme annexe (reproduit en figure ) dans le but de prévoir les populations
des moustiques (larves et d’adultes) tout au long d’'un été si leur population initiale
comporte 1000 adultes femelle (et autant de males).

On utilise 5 = 20/2 = 10 plutdt que la valeur de 100/2 = 50 suggérée en annexe [E]
pour une simple raison de visibilité. En effet, les populations des cohortes de troisieme
générations sont tellement élevées lorsque I'on utilise 5 = 50 (voir figure (£12)) que
I’on ne peut plus distinguer celles des génération antérieures. On peut reproduire 'effet
d’un [ cinq fois supérieur en multipliant par 5 la contribution des cohortes de génération
g =1, par 25 celle des g = 2 et par 125 celle des g = 3.

Le tableau (4.2)) présente les temps importants devant étre calculés avant de pro-
céder au reste d’une simulation a l’aide du modele de cohortes. Le choix particulier
du temps de fin de diapause t%‘ger' = 140 jours est arbitraire mais ce choix n’apporte
pas d’impact majeur sur les autres temps (a l'exception de t%‘(j'l = 144 jours puisque
la période avant une piqire est fixée a 4 jours). En effet, le fait que la température
avant cet instant soit globalement sous la barre TP°™¢ apporte que méme en choisissant
‘}‘glor' = 0, ceci n’entraine qu'un décalage de 6 jours sur le reste des temps par rapport
a ceux obtenus avec t‘}‘g”' = 140 jours. On peut constater que des 40 cohortes pouvant
potentiellement découler de trois générations de trois pontes, ces parametres et condi-
tions météorologiques ne permettent qu’a 17 d’entre elles de naitre avant que n’arrive
la fin de I'été. La figure ([A8]) présente ces résultats sous forme graphique et le code de
couleurs utilisé, soit que les cohortes sceurs (provenant de la méme cohorte mere, voir
figure (A.9)) sont représentées par la méme couleur, sera réutilisé tout au long de cette
section. Le tableau (3] s’attarde aux délais mis en cause entre chacun des événements
présents dans le tableau (4.2]) pour la premiere cohorte de chacune des générations et

les compare a ceux présentés dans [16].

La figure (LI0) présente la progression de T4 et Z; pour chacune des différentes
cohortes. On peut remarquer que la pente de T4 est toujours la méme pendant les
période avant les piqures puisque ces périodes sont fixées a 4 jours. De plus, il n’y a
aucune progression du processus de ponte lorsque la température de 'air est inférieure
a TPo™e Pour ce qui est des populations de chacune des cohortes, elles sont représentées

aux figures (4.11(a)]) et (4.11(b)]). Les populations totales de larves et d’adultes ainsi

que la contribution de chacune des cohortes a ces quantités sont données en (4.11(c))
et (4.11(d)) pour o4 = 1/2 et o, = 1/5. Enfin, la figure ([{.12) présente la progression
de ces populations totales pour des parametres légerement différents alors que le détail
des distributions dans les espaces x4 et x; a quelques instants donnés (pour o4 = 1/2
et o, = 1/5) est présenté en figure (A.I3).
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Il est a noter que ces derniéres représentations utilisent des valeurs fixes pour o4 et
o, plutdt que de faire appel aux équations de la section (AL4.1]) et I'on n’y considere pas
les discontinuités aux instants de piqures et de pontes. Ces choix sont détaillés en plus
de détails dans les commentaires de la section suivante.

4.4.3 Commentaires

De facon générale, les résultats produits sont «qualitativement corrects» malgré le
fait qu’il est clair que des efforts futurs devront étre apportés au calibrage ainsi qu’a
certaines modifications du modele pour qu’il puisse générer des résultats représentatifs
de la réalité biologique.

La comparaison au tableau (43 des délais générés par le modele a ceux de [16]
permet de remarquer qu’a peu pres tout se produit plus lentement dans ce modele que
dans la situation biologique étudiée dans [16] en Ontario. Puisque ces données ne sont
pas disponibles pour la situation québécoise, il est difficile de savoir si ceci est du a un
probleme du modele ou s’il s’agit d'une réalité biologique. Cependant, la facon dont sont
obtenues les températures de l'air et de ’eau est en elle méme discutable. En effet, la
méthode actuelle ne prévoit cumuler aucun degrés-jours si la température moyenne de

ponte malgré des variations journalieres apportant la température

l'air est inférieure a 7'
au dessus de ce seui. De plus, la méthode utilisée pour obtenir la température de I’'eau
(moyenne avec poids exponentiel de temps caractéristique 10 jours) est arbitraire et
une multitude d’effets (e.g. évaporation de I'eau, température du sol, ombrage) peuvent

affecter cette quantité.

La figure (AI0) montre un comportement général de T4 et T en accord avec la
réalisation de température utilisée. Il est intéressant de constater que le processus de
ponte est excessivement ralenti, voire méme arrété, lorsque le phénomene de diapause
devient important. Ainsi, on peut constater en figure (L.11]) que les cohortes contenant
une grande proportion d’individus en état de diapause n’auraient pas produit de descen-
dants méme si on ne leur avait pas interdit. La considération de la diapause ne semble
donc pas primordiale pour prévoir les populations de moustique mais reste tout de
méme tres importante du point de vue de la maladie : un individu en diapause ne pique
pas et ne transmet donc pas la maladie.

21Par exemple, une application direct de 1’équation (B1) sur une température donnée par T'(t) =
TPonte — ATsin(t/(2m)) devrait apporter une accumulation de degrés jours si AT # 0.

22Des parametres différents (e.g. une TP plus basse ou des températures plus chaudes en fin d’été)
pourraient amener des résultats différents.
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Les populations totales présentées en figures (4.11(c)|) et (4.11(d)|) sont plus repré-

sentatives de la situation biologique que celles du modeéle compartimental (voir figure
(#3)) dans le sens ou elles présentent grossierement une croissance exponentielle mais
que cette derniere est modulée par des oscillations plus ou moins cycliques dues a 'arri-
vée de nouvelles générations. De plus, les populations de larves sont supérieures a celles
des adultes en hautes saison, tel qu’observé dans la situation biologique.

Lorsque l'on utilise le parametre 8 = 50 suggéré en annexe [E] les populations des
derniéres générations deviennent tres élevées par rapport a celles des premieres (figure
(#12)). Ce phénomene, quoique ici tres prononcé, n’est pas nécessairement en contra-
diction avec la situation biologique. De grandes variations sont effectivement observées
dans le cas naturel mais il est difficile de qualifier a quel point. Chose certaine, une fe-
melle produit plus de 20 ceufs lors d'une ponte et si les variations doivent étre moindre,
il y a probablement contribution d’autres effets comme une mortalité d’adultes supé-
rieure a celle utilisée, un taux d’émergence inférieur ou encore une capacité limitée du
milieu a entretenir un grand nombre d’individus (effets logistiques).

Un probleme plus fondamental du modele de cohorte est que si un événement ne se
produit pas pour la majorité des individus d’une cohorte, il ne peut se produire pour
aucun des individus de la cohorte. Ainsi, on peut remarquer dans la figure
que la cohorte F2[2’1} émergeant a t‘;n[]ﬁj = 229.1 (la premiere courbe bleue & partir de
la gauche) est tres pres du seuil critiaue de ponte x = 2 lorsque la température devient
trop froide pour que la progression puisse s’achever (autour de ¢ = 280). Or, si I’écart
type de la cohorte correspond a au moins quelques jours, on peut s’attendre a ce qu’une

I Voit 1e

fraction des individus de cette cohorte pondent des ceufs et qu'une cohorte F?EQ’l’l
jour. Cette situation, interdite par le modele de cohorte utilisé ici, serait «correctement»

traitée par un modele diffusif complet.

I1 est mentionné en section (B.2.2)) que si les parametres du systeme varient relative-
ment lentement lorsquune cohorte traverse un interface, celle-ci devrait approximati-
vement demeurer gaussienne. Or, I'utilisation d’une accumulation de degrés-jours peut
apporter des variations tres rapides de la fonction de vitesse, particulierement lorsque
la température traverse la valeur seuil. Si ceci ne semble pas arriver aux larves sur la
période d’intérét (figure (4.10(c)])), il n’en est pas de méme pour le cycle de ponte des
adultes (figure (4.10(b)))). Ceci devrait avoir pour effet de «couper» la distribution en
plusieurs morceaux séparés par des vides correspondant aux instants ou la vitesse de
progression était nulle. Le modele de cohortes actuel ne tient pas compte de cet ef-
fet et suppose simplement une distribution toujours gaussienne autour de la moyenne.
Malgré le fait que I'on puisse argumenter qu’un coefficient de diffusion non nul devrait
atténuer les vides entre les «morceaux» pour éventuellement retrouver une distribution
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approximativement gaussienne, I’écart type de cette distribution devrait étre plus grand
et la position de la moyenne pourrait également étre changée. Encore ici, ces problemes
n’apparaissent pas dans le modele diffusif complet.

C’est entre autres pour ces raisons que des valeurs fixes de 04 et o, identiques pour
toutes les cohortes ont été utilisées (plutot que les relations de la section (L4.1])). En
effet, le fait de produire les écarts types en utilisant le ratio des vitesses a I'instant ou
la moyenne traverse un interface perd toute signification si ce ratio de vitesses varie
rapidement autour de cet instant. Plutot que d’utiliser ces écarts types plus ou moins
aléatoires, on choisit les valeurs o4 = 1/2 et o, = 1/5 (sauf pour la courbe verte de la
figure ({.12])) de facon plus ou moins arbitraird?. Tl faut cependant noter que ces choix
n’affectent que les variations a court terme des populations plutot que leur progression a
long terme (courbes vertes et bleues de la figure (£12])). On a également omis de traiter
la discontinuité aux interfaces (instants de piqure et de ponte) des populations adultes
en figure ([{I3]) puisque ces effets ne sont importants sur la dynamique que lorsqu’il y
a présence de la maladie.

Comme mentionné en annexe [D] il est difficile de tenir compte d’interventions ex-
térieures (e.g. larvicide, lessivage des larves) dans un tel modele de cohortes et les
méthodes qui y sont utilisées ne sont pas jugées satisfaisantes, autant d’un point de
vue théorique que pratique. Encore une fois, il s’agit la d’un probleme fondamental du
modele de cohortes qui n’apparait pas dans le modele diffusif complet correspondant.

Le temps d’exécution d’'un seul de ces modeles de cohortes pour une saison (sans
aucun couplage & MAGS, voir (I12)) est inférieur a 3 secondes sur un Intel® Pentium®
4 3000 MHz, la majorité du temps étant consacrée a la création de fichiers de sortie.
Les requétes aux bases de données rendent la version MAGS plus lente.

Suite a ces expériences avec le modele de cohortes, son utilisation n’est pas recom-
mandée dans un contexte semblable & celui présenté en section ({.I]). Un modele diffusif
tel que celui de la section (£3.1]) (ou son équivalent en chaines de compartiments) est
plutot conseillé pour sa généralité et sa simplicité malgré des temps d’exécution plus
longs. Le modele de cohortes tel qu’élaboré ici place probablement trop d’emphase sur la
rapidité d’exécution et il n’est probablement pas réaliste d’espérer obtenir des résultats
représentatifs pour tout le sud du Québec a l'intérieur d’un intervalle de temps suffisam-
ment court pour qu’un opérateur puisse produire successivement plusieurs simulations
tout en restant assis devant l’écran.

230n a tout de méme considéré les «temps moyens» passés par les cohortes dans les stades adultes
et larvaires pour faire ce choix.
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Néanmoins, si les calculs finaux devraient étre relayés a un «véritable» modele
diffusif, le modele de cohortes peut étre utilisé pour rapidement obtenir un apergu de la
situation et de vérifier si des parametres apportent des résultats probants avant de lancer
une simulation plus complete. De plus, la possibilité de pouvoir produire des tables telles
que ([A2) ou de pouvoir visualiser I’évolution du systeme avec une figure semblable a
(@I0) est tres intéressante en elleeméme et peut parfois apporter plus d’information
qu’une réalisation du modele diffusif, ou toutes les cohortes se chevauchent et seul le
résultat final peut étre percu.



Conclusions et perspectives

Les modeles compartimentaux étudiés au chapitre [, d’emploi direct simple, per-
mettent de modéliser une grande variété de situations différentes tout en rendant pos-
sible la variation dans le temps des divers parametres qui les gouvernent. Ils bénéficient
également de 'avantage considérable que leur dynamique puisse étre étudiée aisément
grace a une analyse de stabilité apportant de facon systématique de I'information sur
les parametres ou s’effectuent les changements importants dans le comportement du
modele. On a cependant montré qu’ils présentaient des failles majeures en ce qui a trait
au traitement de délais dans la dynamique du systeme.

L’introduction directe d’un délai dans les équations différentielles du systeme est
une méthode efficace pour traiter un délai fixe lorsque certains calculs préalables ont
été correctement effectués. Il est également possible d'utiliser plusieurs délais ou méme
des distributions de délais ainsi que de faire varier les autres parametres du systeme.
Cependant, ces modifications doivent étre faites de fagon indirecte en effectuant au préa-
lable un travail de traitement pouvant devenir considérable. Les choses se compliquent
davantage lorsque vient le temps d’introduire des variations temporelles dans les délais
(simples ou distributions), autant du point de vue des traitements préalables a effectuer
que dans la capacité du systeme de correctement représenter la situation biologique a
modéliser. Il n’est pas impossible d’écrire des équations différentielles a délais tenant
correctement compte de variations dans les délais mais la tache est ardue et les systemes
deviennent rapidement complexes.

La méthode Monte Carlo dont il est question a la section (2Z2) permet de traiter
les cas ou tous les parametres du systeme, y compris les délais, varient dans le temps.
Tout comme les modeles basés sur des équations différentielles a délais, ils peuvent
tenir compte de distributions de délais quelconques la ou les modeles a chaines de
compartiments, les modeles diffusifs et les modeles de cohortes ne s’appliquent qu’aux
distributions de délais gaussiennes. Par contre, il s’agit d’une méthode tres «numérique»
semblant difficilement utilisable d’un point de vue analytique et son traitement n’a pas
été poussé en profondeur.
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Les chaines de compartiments sont de bonnes candidates lorsque ’on souhaite mo-
déliser la dynamique d’un systeme possédant des délais distribués de facon gaussienne
et variant en fonction des conditions environnantes. Le nombre de compartiments for-
mant ces chalnes n’est pas aussi arbitraire que l'on pourrait le croire a premiere vue.
Des justifications de ce nombre par des correspondances avec la quantité de stades évo-
lutifs composant le cas biologique devraient étre remplacées par des considérations sur
la réponse impulsionnelle du systeme. Puisque pour un modele diffusif ces considéra-
tions peuvent étre reportées a I’étape des choix de parametres, il est suggéré de d’abord
concevoir un modele diffusif, plus compact et général, et ensuite de le convertir en une
chaine de compartiments de longueur appropriée.

Les modeles diffusifs semblent étre, parmi ceux étudiés, les mieux adaptés du point de
vue des caractéristiques privilégiées dans ce document. Leur conception se fait de fagon
directe et aisée, leur traitement des distributions gaussiennes de délais permet, via le
théoreme central de la limite, de modéliser un grand nombre de situations biologiques et
des dépendances du systeme en fonction des conditions extérieures peuvent étre utilisées
sans considérations additionnelles. Leurs extensions multidimensionnelles permettent
de considérer simultanément un grand nombre de phénomenes comme des probabilités
de mortalité variant en fonction de 1’age des individus, des processus reproductifs et
le développement d’infections. De plus, on peut profiter de la grande généralité des
modeles diffusifs en les utilisant comme base de réflexion théorique lors des premieres
étapes de la conception et, au besoin, de le convertir vers un autre type de modele plus
tard. Il est a noter que conserver un modele diffusif pour I’étape des calculs numériques
permet de profiter d’une convergence typiquement plus rapide que pour une chaine de
compartiments mais le traitement des flux y est plus délicat.

Les modeles de cohortes sont moins généraux que les modeles diffusifs mais ils per-
mettent d’obtenir des solutions semi-analytiques (voire méme totalement analytiques)
a ces cas plus restreints. Ceci apporte des solutions numériques plus rapides en plus
de permettre de révéler le «squelette» des solutions du modele diffusif sous-jacent. Le
premier de ces avantages perd de la valeur lorsque I'on souhaite considérer des scénarios
d’interventions sur la dynamique du systéeme mais le second demeure intéressant. Le
développement de ces modeles de cohortes est encore incomplet et pour l'instant, on
suggere de ne les utiliser que pour leurs capacités d’analyse des modeles diffusifs, les
calculs numériques étant effectués par ces derniers ou par leur équivalent en chaines de
compartiments. Si ces modeles doivent étre utilisés dans leur état actuel, il est fortement
conseillé d’effectuer un filtrage passe-bas sur les différentes vitesses avant de procéder a
tout autre calcul.

L’utilisation d’'un modele compartimental pour représenter la situation du VNO
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au Québec s’avere posséder des failles majeures en ce qui a trait aux délais, failles se
répercutant directement et de fagon non négligeable sur les populations d’individus.
Quelques résultats analytiques sont tout de méme obtenus et leur cohérence interne a
été vérifiée a 'aide des solutions numériques du systeme d’équations. On note entre
autre qu'un grand soin doit étre porté lors de I'écriture des termes de transmission
de la maladie et que des résultats contradictoires sur les méthodes de controle via la
réduction du nombre d’hotes peuvent découler de négligences sur ce point.

L’écriture d’'un modele diffusif pour représenter cette situation s’avere relativement
aisée et directe malgré le nombre de phénomenes différents dont le modele tient compte.
Fixer la valeur des parametres biologiques a utiliser se révele cependant beaucoup plus
ardu qu’escompté. Aucun résultat numérique n’est directement obtenu pour ce modele.

Le modele de cohortes obtenu du modele diffusif précédent s’avere d’écriture com-
plexe, particulierement lorsque I’on souhaite tenir compte de la transmission de la ma-
ladie et d’interventions extérieures. Des résultats numériques sont produits en absence
de maladie et leur comportement général (forme) est relativement «correct», mais les
valeurs mises en cause semblent révéler des parametres erronés.

Ainsi, tous les parametres concernant les modeles sur le VNO, diffusif et de cohortes,
doivent étre remis en question. De plus, la possibilité de considérer les délais chez les
oiseaux doit étre réévaluée et il en est de méme pour le fait que la probabilité de trans-
mission de la maladie puisse dépendre de la température. On doit également considérer
plusieurs especes d’oiseaux et obtenir leurs parametres respectifs, en gardant a 'esprit
que méme si une espece a une probabilité de transmission tres élevée comparativement
aux autres, 'effet peut en étre annulé si il y a mort (ou guérison) rapide de I’hote.

L’introduction d’un terme logistique aux équations gouvernant les populations de
moustiques est une possibilité a considérer. En effet, les différences de population entre
le début et la fin de la saison s’étalent sur plusieurs ordres de grandeur rendant difficile
de concevoir que les mémes parametres puissent s’appliquer aux deux situations sans
que quoique ce soit vienne a manquer. De plus, alors qu’on observe dans la situation
naturelle que I'augmentation du nombre potentiel de milieux de développement pour
les larves, causée par des précipitations favorise le développement des populations de
moustiques, les modeles traités ici ne permettent pas de considérer ces effets. Si ce
nouvel apport en milieux de développement réduit la compétition intraspécifique chez
les larves, 'impact des précipitations devrait se faire sentir sur la dynamique a travers
un terme logistique. Il est également possible que le temps de recherche nécessaire a une
femelle pour trouver un milieu adéquat a la ponte entre également en jeu.
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Si 'introduction d’un terme logistique peut se faire de fagon directe dans un mo-
dele diffusif sans considérations additionnelles, il en est autrement pour les modeles
de cohortes. En effet, 'ajout d’un tel terme brise la condition de linéarité du systeme
et empéche donc une superposition directe des cohortes. Si les instants auxquels ar-
rivent les divers événements peuvent rester inchangés, les populations et distributions
risquent d’étre affectées. Des travaux futurs pourraient surement révéler les limites ou
un traitement de cohortes reste tout de meme possible.

La recherche d’algorithmes numériques efficaces pour solutionner le genre de pro-
blemes générés par les modeles diffusifs est également une avenue intéressante. Il serait
possible de vérifier la précision de ces algorithmes a 1’aide de cas particuliers ot1 un mo-
dele de cohortes completement analytique existe. Dans une telle recherche, une attention
particuliere doit étre apportée aux conditions aux frontieres et des mesures doivent étre
prises pour éviter la présence de populations négatives en tout temps.

Tous les modeles présentés dans ce document prennent pour acquis qu’il n’existe
aucune structure particuliere susceptibles d’affecter la transmission de la maladie a
I'intérieur des populations. Ainsi, on suppose qu’en tout temps la probabilité de trans-
mission entre deux individus d’un couple (hote-hote pour une maladie sans vecteurs
et vecteur-hote pour une maladie vectorielle) est identique peu importe le choix spé-
cifique de ce couple a travers les individus de la population. Si cette supposition est
probablement acceptable dans le cas de moustiques piquant des oiseaux dans une ré-
gion géographiquement petite, il en est autrement des réseaux sociaux humains. La
structure complexe de ces réseaux apporte des effets importants sur la dynamique de
la transmission des maladies [17, (I8, [19] et il devient essentiel de considérer ces effets.
Cette structure est loin d’étre statique et progresse en méme temps que la maladie se
propage. L’étude de ce sujet passionnant pourra mener a 'optimisation des méthodes
d’interventions actuelles afin de mieux tenir compte des particularités de ces structures.



Annexe A

Analyse de stabilité de modeles
compartimentaux

La section (L3) mentionne que le réalisme de la représentation d’un systeme biolo-
gique par des modeles compartimentaux est limité par plusieurs facteurs. Cependant, il
s’avere que ces modeles se prétent bien a une analyse de leur comportement en fonction
des différents parametres dont ils dépendent. Une telle analyse est effectuée en section
(C22) mais la méthode qui y est utilisée est spécifique et le systeme étudié y est tres
simple. La section (A du présent annexe systématise de fagon trés générale ce genre
d’analyse de stabilité alors que la section ([A.2)) emploi ce formalisme dans le cadre de
I'analyse d'un modele compartimental beaucoup plus complet. Enfin, la section (A.3])
analyse le méme systeme mais cette fois avec une approche reproductive telle que celle
de la section (L2.1)) (par opposition a une approche temporelle).

A.1 Systématisation de ’analyse de stabilité

Cette section introduit de fagon systématique et générale la méthode classique d’ana-
lyse de stabilité utilisée en section (L22). La section (A.2) donne une application spé-
cifique de cette méthode systématisée.

Soit un systeme dynamique autonomeEl gouverné par le systeme d’équations diffé-

!Si F a une dépendance explicite en temps, il suffit d’ajouter une variable x,; = t au systéme
gouvernée par F,, 11 =1 et on obtient un systeme autonome équivalent a n + 1 dimensions.
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rentielles

dx

— =F(x

o (x)
oux = [z x9 ... xn]T est un vecteur colonne de dimension n caractérisant 1’état du
systeme en un temps ¢ et F (x) = [F} (x) Fy (x) ... F, (x)]" est un vecteur de fonctions

également de taille n caractérisant la dynamique du systeme. La matrice jacobienne d'un
tel systeme est définie comme

[OF) OF; OF; ]

dr, Ox, = Oz,

oFy, O0F, oF,

D,F = |0z, 0z, 0Oz,

oF, O0F, oF,

L 09:1 01'2 o 89:n_

et permet d’exprimer le systeme sous la forme

dx 9
i F (x) + DxF (x0) - (x — %) + O (|x — %o[")

autour d'un point xg quelconque.

Lorsque le point xo choisi est un point fixe, i.e. respectant F (xq) = 0, le systeme
devient

dx
= D, F(xo) - (x — Xo) + O (|x — xo/°)

autour de ce point fixe. On peut toujours choisir un systeme de coordonnées tel que
Xp = 0 et dans ce cas

‘fl—’; = D,F(0) - x+ O (|x[)

On effectue maintenant la diagonalisation de la matrice Jacobienne, méthode consis-
tant & rechercher les n racines A\j, g, ..., A\, (pouvant étre dégénérées) de 1’équation
caractéristique

det (DLF(0) — A1) = 0

que 'on nommera valeurs propres puis d’obtenir les n vecteurs propres eq, €s, ..., €,
associés a ces valeurs propres et respectant

(DxF(0) — 1) - e, =0 ¥V ke{l,2.. . n}
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On appelle espace stable I'espace Fy généré par les e, respectant R(\;) < 0, espace
central Pespace E, généré par les ey respectant R(A\y) = 0 et espace instable 1'espace
E, généré par les e respectant R(A\;) > 0. On a R" = E, ® E. ® E, et on qualifie
d’hyperbolique un point fixe dont 1’espace central est vide.

Soit le vecteur £ = [& & ... fn]T correspondant au vecteur x exprimé dans la base
diagonalisée ey, e,, ..., e, et permettant d’écrire le systeme sous la forme
d.
B~ Mg+ OEP) VEE (L2 m)
En négligeant les termes d’ordres supérieursﬁ, la solution du systeme a proximité du
point fixe devient

(1) = &(0)e™" VE € {1,2,...,n}

ce qui correspond a
X(t) = ng(O)e)‘ktek (Al)
k=1

dans la base d’origine. On remarque que les \; et e, peuvent étre complexes mais que
x restera tout de méme réel si le systeme (et les conditions initiales) sont réels.

On peut déduire de ces résultats qu’a proximité d'un point fixe hyperbolique, les
composantes d'une trajectoire faisant partie de F, diminueront en grandeur alors que
celles de F, augmenteront. Ceci a pour effet que dans cette région, toutes les trajectoires
semblent se diriger vers l’espace instable F,.

Dans le cas particulier ou 'espace stable E contient I’ensemble du systeme autour
d’un point fixe (i.e. si toutes les valeurs propres ont leur partie réelle négative en ce
point), 'équation ([(A]) prévoit que toutes les trajectoires partant de conditions initiales
suffisamment pres du point fixe considéré tendront vers ce point fixe : on parle alors
d’un point fixe stable. Par contre, si au moins une des valeurs propres est de partie réelle
positive, toute trajectoire dont les conditions initiales ne sont pas exactement placées
sur I'espace stable s’éloignera éventuellement de ce point fixe instable.

Le phénomene de bifurcation peut survenir lorsque les valeurs propres en un point
fixe dépendent d’un ou de plusieurs parametres et que cette dépendance leur permet de
traverser I'axe imaginaird). Lorsque ceci survient, des points fixes peuvent apparaitre,

2Cette approximation est valable & proximité d’un point fixe si ce dernier est hyperbolique.
3Notez que le point fixe ne peut donc pas étre hyperbolique au moment de la bifurcation et que le
comportement ([AJ]) n’y est donc pas valable.
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disparaitre, changer de stabilité etc. Il existe toute une nomenclature pour qualifier les

points fixes et les bifurcations qui y surviennent. On ne s’attardera pas ici sur ces détails
et le lecteur intéressé pourra consulter [3], 12 [15, 25| 27].

A.2 Exemple pour un modele de transmission du
virus du Nil occidental

Cette section utilise le formalisme développé en section (A.J]) afin d’analyser la
stabilité du modele compartimental pour le virus du Nil occidental (VNO) développé

en section (L2.1)).

Afin de simplifier cette analyse, on se limite a une seule espece d’oiseaux et l'indice
de discernement des especes j n’est pas écrit (Sg; — Sp, Ig; — Ip,...). On utilise ici
n = 1Vt et n’utilise pas le compartiment R,; puisque I’on ne souhaite pas s’attarder sur
les effets de la diapause pour I'instant. De plus, on peut remarquer que les quantités Rg
et Xp dépendent de I'état du systeme via Iz mais que le reste du systeme n’a aucune
dépendance en ces quantités. L’analyse de stabilité peut donc se limiter au systeme de
six équations différentielles ordinaires

dSp  ippIuSs
dt N/O + Np
dlp _ igpIySs

= —= —rlg—pupl
d N/0+NB B — UBlB
dLys
Tl B(Sm + En + Ing) = mLyy — pp Ly
dSyr — D, — ivpSulp .S (4.2)
—dt M 7N/0+NB HAaD M
dEM iMpSM]B
= — —kEy — ua B
i N/0+NB M — HAL M
dl
—— =kEy — ual
i M — MAalpm

ot on a explicité Ny = wiNp et Iz = wplp puis déﬁnitEl N’O = NO/wB. Dans le but
de découpler la dynamique des populations de moustiques de celle de la maladie, on
définit Ap(t) = Sp(t) + En(t) + In(t) représentant le nombre total de moustiques
femelles adultes en un instant donné. On remplace tous les Sy, du systeme (A.2)) par

4Dans un tel cas ou il y a une seule espece hote, il est normalement logique d’imposer wg = 1,
fixant ainsi les wo,. Lorsqu’un tel choix est fait, N/, = No.
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leur équivalent Ay, — Eyy — Iy et procede de la méme fagon pour la dérivée

dSg _iBp IvSp

dt N,O + Np
dlp  ippInSs e — el
o N6+NB B — KUBlB
dL
—— = BAy —mLy — pr Ly
dt (A.3)
dA
7 =mLy — paAy
dEy  imp (Ay — Ev — L) Ip
= _ — kEy — ua B
i N/0+NB M — pAL M
dly
—— =kEy — ual
at M — pAalpm

Les compartiments L), et Ay, ne présentent maintenant aucune dépendance envers
le reste du systeme et on peut appliquer la méthode d’analyse de stabilité de la section

(AJ) en utilisant

Ly

A, et F(x)=

X =

BAn —mLy — pr Ly
mLyr — paAn

Le seul point d’équilibre (i.e. satisfaisant F(x*) = 0) de ce systeme est x* = 0 et la
linéarisation du sous-systeme en ce point devient

dLyy
dx At —(m+pp) B Ly
= —_D.F(0) - at | — .
dt “ (0) * dAM m —HA AM
dt

qui est en fait exact pour tout point x. L’équation caractéristique donnée par
det(D,F(0) — A1) = A* + (m + pr + pa) A + (m + pg)pa — Bm =0

permet d’obtenir les valeurs propres

—(m + A+ pa) +V/(m+ pp + pa)? +4(Bm — (m+ ) pa)

>\1: 2
o = —(m + pp + pa) =/ (m + pp 4 pa)? + 4(Bm — (m + p)pa)
, =

2

ainsi que les vecteurs propres associés

pa + A
m

fa + Ao

e = €y =
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La valeur propre Ay est toujours négative pour des parametres positifs réels (ceux permis
par la situation biologique) alors que le signe de A\; change en fonction de celui de

Bm — (m+ pp)pa

<0 lorsque [m < (m+ pup)pa
A4 =0 lorsque [Bm = (m—+ pup)ua
>0 lorsque [m > (m+ pr)pa

Ainsi, l'origine est globalement attractif lorsque Sm < (m + pr)pa et ceci mene donc a
une éventuelle extinction de I'espece (moustiques vecteurs) peu importe les conditions
initiales. Pour la valeur critique fm = (m+pp )4, toute condition initiale x = ae;+bes
tendra asymptotiquement vers le point x = be, d’une droite de points fixes telle que
le ratio larves/adultes soit Ly /Ay = pa/m. Enfin, origine devient un point de selle
pour Gm > (m+ pup)pa et la population totale augmente exponentiellement vers I'infini
en méme temps que le ratio larves/adultes tend vers Ly /Ay = (a + A1) /m.

Afin d’effectuer une analyse semblable sur le reste du systeme (A.3]), on y considere
Ay comme un parametre imposé au systeme plutot qu’une variable dynamique. On

utilise
g _ipInSE
N.L+N
IB igpInSn —OTIBB— uslp
Y= EB ot G(Y) = |imp (AMJXI%L]YBIM)IB
M N NG — kEy — paEy
I kEn — paln

qui posséde une infinité de points fixes sur la droite y* = [Sg,0,0,0]7 correspondant &
un équilibra?) sans maladie. La matrice jacobienne a cet équilibre

—ippS
00 0 T
D G *) . O _(T+’LLB) O ]\%/]ZZS;B
A P —(k+pa) 0
N/o-i-SB 'LLA
0 0 k —HA

permet d’obtenir I’équation caractéristique

*kipSpin A
det(DyG(y*)_Aﬂ):A((T+MB+>\)(I<?+,UA+)\)(MA+)\)—p DB M)

(N, + Sp)?
(A4)

50n parle ici d'un équilibre pour le sous systéme [Sg, I5, Eyr, In]T malgré le fait que le systeme
complet (incluant Ly et Apr) ne soit pas nécessairement & I’équilibre.
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La valeur propre A3 = 0 est aisément isolée et est associée au vecteur propre ez =
[1,0,0,0]7. Les autres valeurs propres, Ay, A5 et g, sont données par les racines du
polynome de degré 3

Nt (4 pp + ko 2ua) N+ (0 4 ps) (b + 2p4) + pealk + pa)) A
p2]€iBSBiMAM
(NG + Sp)?

+palr + pp) (b + pa) — (A.5)

Le théoreme de Routh—HurWitZH appliqué & un polynome de la forme 23 + ax® + bz + ¢
garanti que toutes ses racines ont une partie réelle négative si et seulement si a > 0,
b>0et0<c<ab. Dansle cas du polynome ([A.H), les deux premieres conditions sont
toujours respectées. Pour ce qui est du critere ¢ < ab, il prend la forme

*kipSpiy A
palr i) (k) =P B2 PN (o ket 2p0) (r+ ) (k4 2410) + pa (k- 11.4)
(No + SB)
et puisque
2 . .
p kipSpiyAn
pa(r + pp)(k + pa) — (N0 + 52 < pa(r + pp)(k+pa)

le critere ¢ < ab est respecté si

palr + )k + pa) < (r+ pp +k+20a) ((r+ ) (k + 204) + pa(k + pa))
0<(r+pp+k+2ua)(r+ pp)(k+2pa) + palk + pa)(k + 2p4)

et comme cette relation est toujours vraie, le critere ¢ < ab est toujours respecté. Ainsi,
la partie réelle des valeurs propres A4, A5 et \g est négative si et seulement si 0 < ¢

2kigSpiy A
0 < pa(r+ pp)(k + pa) _p(N? fSM)2M
O B
2 . .
P ]{IZBSB’LMAM
- < + k + . A6
(N0 + Sn)? pa(r + pg)(k + pa) (A.6)

Lorsque la relation ([AL6]) est respectée, le sous systéme [I, Eys, Iy]T possede un point
fixe stable globalement attractif a 1'origine et cette approximation locale prévoit une
extinction de la maladie. A Topposé, lorsque (p*kipSginAn)/ (NG 4+ Sp)? > pa(r +
up)(k + pa), Vorigine de ce sous-systeme devient un point de selle et la situation est
potentiellement épidémique.

SPlus particulierement le test présenté dans [24].
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A.3 Approche reproductive pour un modele de trans-

mission du virus du Nil occidental

La section ([A.T]) introduit une méthode systématique d’analyse de stabilité suivant
une approche temporelle. Or, il est également possible d’effectuer une telle systéma-
tisation pour une approche reproductive (telle que celle de la section ) et ceci
est effectuée dans [26]. Cette section utilise directement le formalismd] de [26] pour
connaitre le nombre de reproduction de base Ry du systeme (4.1]).

Comme précédemment (section (A.2)), on simplifie le systéme de la section (A1)
en ne considérant pas la diapause, en se limitant & une seule espece d’oiseaux et en
utilisant a nouveau la définition N’O = No Jwp. On considere les compartiments I,
Eyr, et Ipy comme des compartiments «infectés» (les autres étant considérés comme
«sains») et on définit x = [Ig, Ey, [y]7. Malgré le fait que le systeéme complet puisse
étre hors équilibre lorsqu’il n’y a pas de maladie (variations des populations saines de
moustiques), le sous systéme x possede un point d’équilibre & x = 0. De la méme fagon
que [28], on écrit les fonctions f(x) et v(x) telles que dx/dt = f(x) — f(v) et de fagon
a ce que la premiere traite uniquement les nouvelles infections et que la seconde gere
tous les autres transferts

inpInS
']BVZ—:-V{SVBB (T + :uB>IB
) - |4 = | G
0 —kEn + paly

On écrit ensuite les matrices jacobiennes F = Dy f(0) et V = Dyv(0) évaluées en
un point sans maladie

ippS
0 0 ﬁ T+ up 0 0
_ | —imupS _
F— |5 0 0 V=| 0 ktpus 0
0 0 0 0 k& pa
puis calcule V1
1
V' = 0 "
_ k1
palk+pa)  pa

"La méme méthode est utilisée dans [28] sur un systéme trés semblable.
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afin d’obtenir la matrice de prochaine génération [26] FV~!

0 ____pkipSp _piBSp
) g (No,+Np)pa(k+pa) (No+NB)pa
-1 _ —pin S
FV— = (NL+Np)(r+up) 0 0
0 0 0

Le nombre de reproduction de base Ry est donné par le rayon spectral p(FV~!) de la
matrice de prochaine génération [26]

p*kigSpivSu )
(NG + Sp)2palk + pa)(r + pp)

det(FV~1 — A1) = -\ <A2 -

Ry = p(FVY) = | VRSl (A7)
(No + SB)2palk + pa)(r + pp)

Ce résultat est compatible avec celui de la section ([A2)).



Annexe B

Quelques résultats sur les chaines
de compartiments

Cette annexe présente le cheminement mathématique menant aux résultats présentés
en section ([Z.3.1]). On effectue un premier calcul correspondant & un nombre infini de
compartiments puis utilise une approche asymptotique de cette limite pour connaitre
le comportement du systeme pour un nombre tres grand mais fini de compartiments.
Puisque ce dernier calcul est effectué pour des conditions initiales tres particulieres, son
résultat est ensuite généralisé.

B.1 Nombre infini de compartiments

On étudie ici le systeme (2.I1) dans la limite ou le nombre de compartiment est
infini. On définit la fonction de distributio

a(z,t) = lim nA, () (B.1)

n—o0
contenant a(x,t)dx individus de niveau de développemeniﬁ compris dans l'intervalle
[z, z + dz] a 'instant ¢. Cette définition associe a tout individu dans le compartiment
Ay un niveau de développement = € [k/n, (k+ 1)/n[, les individus venant tout juste
d’étre ajoutés correspondant a x = 0 et ceux sur le point de quitter le modele a z = 1.

Y| an] signifie «arrondir le produit zn & Pentier inférieurs.
211 peut s’agir du développement d'une maladie ou de l'individu en tant que tel. La généralité du
concept est discutée au chapitre Bl
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L’équation (B.J]) implique
alk/n,t) "=" nA(t)

ainsi que
. z+1/n
Alan) (t) nzoo/ a(z',t)dx’ (B.2)

Ap(t) "= /k/ a(z’, t)da’

On réexprime le systeme ([Z.11]) a 'aide de la fonction de distribution

9 a(z,1) pso n <a(:c —1/n,t) a(x,t))

ot n T n n
da(z,t) _ 1 lim a(z,t) —a(z —1/n,t)
ot T n—oo 1/n

et utilisant Az = 1/n, on a

dafz,t) 1 lim a(z,t) —a(r — Az, t)
ot T A0 Az

da(x,t)  10a(w,t)
o T oz
avec la condition a(0,t) = 7¢;(t) a la frontiere gauche et le flux ¢,(t) = (1/7)a(1,t) est
observé a la frontiere droite.

(B.3)

On appelle I'équation (B.3)) équation de transport puisque sa solution a(wz,t) =
a(x —t'/7,t —t') correspond a une simple translation des conditions initiales. On peut
en déduire que

a(l,t) =a(l —=7/7,t —7) = a(0,t — 7)

ce qui permet d’établir le lien entre les deux flux aux frontieres
1 1 1
o) = —a(l,t) = ~a(0,t — 7) = ~7¢;(t —
Golt) = ~al1,0) = (0,6~ 7) = ~rgi(t — 7)
ie.

Po(t) = ¢i(t —7)

La chaine de compartiments répondant & (B.I)) correspond donc correctement & un
délai 7 dans la limite n — oo. Puisque de facon pratique on ne peut pas utiliser une
infinité de compartiments dans une simulation numérique, il est important de connaitre
le comportement du systeme lorsque 1’on s’approche de cette limite.
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B.2 Nombre fini de compartiments, premiere ap-

proche

On tente ici d’intégrer directement les équations du systeme de chaine de comparti-
ments (B.I)) pour un flux d’entrée ¢;(t) = 0 nul et des conditions initiales particulicres.
La solution doit bien entendu correspondre & celle de la section (Bl pour n — oo
mais doit également étre asymptotiquement valide pour n grand. Il est a noter que
contrairement a ce qui est fait a la section précédente, il y a ici toujours une infinité de
compartiments Ay avec k € Z. Le parametre n dénombre les compartiments par unité
de z € R (i.e. il y a encore n compartiments qui correspondent a l'intervalle z € [0, 1]
mais on permet x € R).

On considere donc le systeme

dAk(t) _n
dat 7

(Ap-1(t) = Ap(t)) vV kel (B.4)

avec les conditions initiales

Ap(0) = 1

’ (B.5)
A(0)=0 V kez*

Puisqu'un compartiment A ne dépend d’aucun des compartiments A; avec j > k dans
I’équation différentielle, il est impossible que la propagation se fasse «vers l'arrieres.
Ainsi, puisque Ax(0) =0V k€ Z | k <0, il en découle directement

At)=0 ¥ keZ|k<0 et t>0

Maintenant, le systeme pour Ag(t)

dA() (t) _ nAo (t)

dt T

est de type séparable et solvable analytiquement, & savoir Ag(t) = Ag(0)e™™/7 = e /7.
Ceci permet de définir I’équation différentielle linéaire non homogene de premier ordre
gouvernant A (t)

dA(t) Nt
il R U)

Une telle équation peut aussi étre résolue facilement [II] de solution

Al (t) _ ?6—nt/7'
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qui & son tour permet d’obtenir I’équation gouvernant A,(t)

ddat) _n ("—te—m/T _ Ag(t))

dt T\T

que 'on solutionne de la méme fagon

2
Ay(t) = % ("—t) e T

T

Par induction, il est simple de montrer que

1 /nt\*
Ak(t):HC%) e Y ke (B.6)

solution de I’équation différentielle (kK > 1)
dA(t)  n 1 nt\*
= — e ———— i T - A
dt 7((/7{:—1)!(7) ‘ #(t)

On utilise maintenant ’équation (B.I)) pour obtenir la fonction de distribution cor-

respondante

[on]

'

a(z,t) = lim LnJ' ("—) e~
n—oo TN |. T

Cependant, on n’effectue pas la limite n — oo mais cherche plutot a connaitre le
comportement de la distribution pour de grands n et de grands ¢/7. En utilisant |zn]| ~
xn ainsi que Papproximation de Stirling k! ~ k*¢=%, on a

a(x,t) ~ _=n (n_) e~ Qn (—) enle=t/n) (B.7)

(xn)Tre—=n \ T xT

ou le facteur  (actuellement indéterminé) a été introduit pour préserver la normalisa-
tion. En effet, I'équation différentielle (B.4]) conserve la population totale )", Ag(t) =
> Ax(0) = 1 et la fonction de distribution doit donc respecter [ a(a’,t)da’ =1Vt >
0 malgré les approximations effectuées.

L’équation (B.1) possede un terme croissant en z trés rapidement de fagon monotone

n(z=t/7) multiplié par un terme décroissant trés rapidement de facon monotone (t/x7)*".

e
Le produit est donc une fonction ayant un unique maximum formant un pic tres étroit

situé en I respectant

dln(a(z,t))
Ox
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puisque le logarithme est une fonction monotone. Le sommet est donc situé en z = t/7
et en ce point

9*In(a(x,t)
02

n nrt

x=t/T t

T

r=t/T

ce qui permet d’exprimer

a5 ()

ou € est utilisé pour les mémes raisons que §2. En tronquant les termes d’ordre supérieur
dans 'exponentielle et en fixant €)' de facon a respecter la normalisation, on obtien

a(, ) ~ \/g exp (-sz;ﬁ) | (B.8)

Ainsi, pour de grands n et t/7, la solution tend asymptotiquement vers une Gaus-
sienne de position moyenne

et d’écart type

Entre autres, pour n — 0o, on observe un § de Dirac (¢ = 0) se déplagant vers la droite
a une vitesse 1/7, ce qui correspond & la solution obtenue a la section (B.l) appliquée
a ces conditions initiales (soit a(z,0) = d(x)). Cette solution peut étre généralisée pour
des conditions initiales quelconques.

B.3 Nombre fini de compartiments, conditions quel-

conques

On reprend un systéme tres semblable & celui de la section (B.2) composé de com-
partiments By avec k € Z et répondant a I'équation différentielle

a7

(Brp_1(t) — B(t)) V keZ

3Ce genre d’approximations est utilisé de fagon courante en physique statistique [20} 22].



Annexe B. Quelques résultats sur les chaines de compartiments 115

Cette fois par contre, les conditions initiales By (0) sont libres et on recherche la solution
générale By(t) V k € Z asymptotiquement valable dans la limite de grands n et t/7.

Puisque I’équation différentielle est linéaire, on peut superposer la contribution de
chacun des compartiments a la solution de fagon a obtenir

o0

Bi(t) = Y Bu(0)Aj_w(t) (B.9)

k'=—o00

ou on a profité des conditions initiales particulieres Ax(0). En définissant

b(x,t) = lim nBanJ (t) s

la version continue de 1’équation (B.9) sera la convolution
b(x,t) = / b(x',0)a(x — 2, t)dx’

que 'on note
b(x,t) = (by * ay)(x) (B.10)

ou by = b(x,0) et a;(z) = a(x,t). En utilisant la solution asymptotique de a(z,t)
obtenue en section (B.2)), on peut donc obtenir une solution asymptotique pour b(x,t)
puis utiliser

(k+1)/n
By(t) ~ /k/ b(z', t)da’

pour transposer le résultat vers le systeme original discret de compartiments.

Des informations peuvent étre obtenues sur la progression de cette fonction en pro-
fitant du fait que la convolution a comme propriété que ses moyenne et variance sont
simplement la somme de celles des deux fonctions convoluées

t
(@) ~ (L)oo + — (B.11)
2 2 t
<(9: ) >b(:v n <(I ~ @) >b(x o nr

Pour un écart type initial <(:)3 — (:)3>b(x70))2>b( : fini, ce terme devient éventuellement
z,0

négligeable pour de grands@ t/T

\/< e <x>b(z’t))2>b(:v,t) ~ %

4Puisque les calculs précédents demandaient n grand, cette équation devient valide dans la limite
l<n<t/T.
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Pour n — oo, I’écart type devient invariant dans le temps et seule la moyenne augmente
a un taux 1/7, en accord avec les résultats de la section (B.I).

Si l'on s’intéresse a nouveau aux flux entrant et quittant le systeme plutot qu’au
comportement interne des divers compartiments, un flux correspondant a ¢;(t) = 6(t)
apporte une distribution initiale b(x,0) ~ 7¢(—7x) correspondant également a un § de
Dirac. Au temps t = 7, la moyenne de cette distribution atteint la fin de la chaine avec
un écart type y/1/n et apporte un flux sortant] Go(t) ~ b(1,t)/7. En procédant de la
méme facon que précédemment, on peut superposer les solutions pour obtenir le flux
sortant peu importe la condition initiale

\/ﬁe—n(t—r)Q/(}rQ)
p(t) = (

27T
Go(t) ~ (px i) (1) - (B.12)

Ainsi, en plus d’apporter un délai 7, le systeme effectue une moyenne glissante en
utilisant une fonction de poids gaussienne d’écart type de 7/4/n. Dans la limite n — oo,
on retrouve correctement un délai pur. Ce résultat est retrouvé d’'une fagon plus directe

en section (B.4).

B.4 Méthode alternative pour les flux

L’équation (B.12) peut étre obtenue d'une fagon beaucoup plus directe en traitant
le systeme comme une séquence de filtres passe-bas. Puisque le flux entrant dans le
compartiment k est ¢, = (n/7)Ai_1 (& I'exception de ¢; 9 = ¢;) et que le flux sortant
du méme compartiment est ¢, = (n/7)A, I'équation (2.11]) apporte

dgbo k(t) n
N = i t — @, t
7 = (Pix(t) — Poi(t))
Ce systeme linéaire indépendant du temps peut étre vu comme un filtre W(w) (com-
plexe) agissant sur chacune des fréquences w de fagon a ce que ¢, x(w) = W(w)ep; x(w)
ol ¢ k(w) = Fi{dor(t) }(w) et ¢;r(w) = Fi{ir(t)}(w) sont la transformée de Fourier
de respectivement ¢, x(t) et ¢; . telle que définie en équation (C.1).

50n suppose ici que 'écart type de la distribution varie peu au cours du laps de temps que la
Gaussienne traverse prend a traverser le dernier compartiment. Puisque la densité d’une Gaussienne
est concentrée dans quelques écarts type autour de sa moyenne, cette approximation est valable lorsque
7//n < 7, donc lorsque /n > 1.
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On peut obtenir la forme de ce filtre en analysant une fréquence a la fois la sortie
Gor. = W (w)e™ pour une entrée ¢, , = e
T - . ~ . .
_W(w)iwezwt + W((U)ezwt — ezwt
n
et il est donc aisé d’isoler

) 1 22N\
W(u)) = I (1 4 w ;- ) ol tan Y—wt/n)
n

Puisque ¢; 11 = ¢ok, la sortie ¢, apres n de ces filtres doit respecter (ﬁo(w) = W"(w)q?)z
Dans la limite n > 1 et [wr| < n, la phase tan™!(—w7/n) de W (w) est approximative-
ment donnée par —wT/n

2,2
W™ (w) ~ exp [—g In <1 + YT )} e T

n2

et on peut utiliser la méme méthode qu’en section (B.1l) pour obtenir une approximation
de la dépendance en w de la norme. En effet, la dérivée

d n N w?r? wT3n
— | ——In —_
dw | 2 n? n? + w272

possede uniquement des zéros a w = 0 et a w = F00 et la dérivée seconde

R I P
dw? 2 n?

permet d’obtenir

B 2n(n? — w?r?)

n? 4+ w?r?

w=0 w=0

A

Wn(w) ~ Qe—Tzwz/@n)e—in

ou ) est un facteur de normalisation (semblable & celui de la section (B.I)) défini de
fagon a ce que la réponse impulsionnelle

\/ﬁe—n(t—r)Q/(}rQ)
VaonT

possede une aire de 1. Le flux de sortie est donc donn@ par

p(t) = FoHW™ ()} (t) ~

Bo(t) = FH{W i} (t) = (p* i) (1)

en accord avec Iéquation (B.12]).

50n utilise ici le théoréme de la convolution, rappelé en équation (C.9).



Annexe B. Quelques résultats sur les chaines de compartiments 118

B.5 Lien avec ’équation de diffusion

On peut vérifier que la solution asymptotique obtenue pour b(x, t) en équation (BI0)
respecte ’équation de diffusio

ob(x,t)  _0%b(x,1) ob(z,t)
ot b 022 | oz (B.13)
9 (b * ay) () _ D82 (bo * a) (x) 1)8 (bo * ay) (x)
ot Ox? Ox

(bo x %) (z) =D (bo « ‘Zl‘;t) (z) — v (bo x %) (z)

ou on a utilisé le fait que by est indépendant du temps ainsi que la propriété de la
convolution O(fx*g)(x)/0x = (f*(0g/0x))(x) = ((0f/Ox)*g)(zx). On utilise maintenant

I'expression asymptotique de a(x,t) pour expliciter les dérivées

nrz? — 1t — nt?

2.2

D (n(m' 22 — 7t — 2nTat + nt2)) (b * a1) () — v (M) (bo * ) (2)

12 t

(m'zxz — 7t — nt2) D (n(n72x2 — 7t — 2nTat + ntz)) (n(t - TLL’))
= % e —

272 12 t
puis on collecte les puissances de ¢
(2Dn273x2 — n7'2x2) + (7' — 2Dn7? — 4Dn’*m%x + 2vn72x) t+ (n — 2unt + 2Dn2) =0
et comme ceci doit étre vrai pour tout t > 0, chacun des coefficients de ces puissances
de t doivent s’annuler. Le terme en t° permet de trouver le coefficient de diffusion
1
C 2nr

et en utilisant cette quantité dans les deux autres coefficients, on obtient la vitesse de
déplacement

v=—
-
La solution asymptotique pour b(z,t) satisfait donc 1’équation de diffusion

Ob(x,t) 1 9%b(x,t) ~ 10b(x,t)

ot 2nt  Ox? T Ox

et on retrouve correctement I’équation de transport (B.3) dans la limite n — oc.

"L’équation de diffusion est étudiée en plus de détails au chapitre



Annexe C

Modeles diffusifs et mémoire

Les modeles diffusifs introduits en section (3.I]) s’averent excessivement généraux et
utiles. Ils permettent entre autre de modéliser plusieurs phénomenes nécessitant 1’ac-
cumulation d’une certaine quantité avant de se réaliser et peuvent meéme utiliser des
distributions plutot qu’un unique seuil fixe. Cette annexe montre que méme s’il peut
etre normalement incorrect de considérer une situation comme répondant a 1’équation
de diffusion, les solutions obtenues peuvent tout de méme étre valables.

C.1 Considérations sur la mémoire

La capacité des modeles diffusifs a utiliser des seuils «flous» plutot que bien définis
découle du postulat de I’équation de diffusion, le moteur de ce modele, qui apporte des
solutions s’étalant au fil du temps et ne passant donc pas le seuil critique au méme
moment. On simule donc une distribution de valeurs critiques d’une certaine quantité
a cumuler a partir d'un seul seuil bien défini. Cependant, on ne doit pas oublier que
cette facon de faire est plutdt empirique que mécaniste (& moins que la situation a
modéliser respecte certaines conditions treés particulieres). L’analogie avec la diffusion
est tres utile mais ne doit pas étre poussée trop loin.

De fagon mécaniste, une équation de diffusion de la forme (E% (ou son équivalent
multidimensionnel ([3.13)) s’applique a des systemes sans mémoird] ou les éléments qui

y diffusent possedent une distribution gaussienne de «vitesses» de déplacement dans

1Le terme «mémoire» employé dans cette annexe fait référence a un concept différent de celui utilisé
dans le texte principal. On peut voir la «mémoire» traitée dans cette annexe comme la mémoire de la
mémoire traitée dans les chapitres.
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la dimension x (ou dans chacune des dimensions zy, x1, etc.). Par «sans mémoires,
on entend ici que la vitesse de chacun des éléments en un temps donné est totalement
indépendante de son histoire, de sa vitesse et position en un temps antérieur, et ne
dépend que du temps et de sa position actuelle, si dépendance il y a. Normalement, cette
condition n’est qu’approximativement vraie dans une limite ou on observe le systeme
en des intervalles de temps beaucoup plus longs qu’'un certain temps de corrélation
caractérisant la «durée» de la «mémoire» du systeme.

Plusieurs cas biologiques présentent, lorsque l'on tente de les modéliser a l'aide
d’un modele diffusif, une quantité x correspondant a un niveau d’acheévement d’une
certaine étape (e.g. maturation, incubation) et pouvant étre normalisée de fagon a ce
que x = 1 corresponde a I’événement particulier terminant cette étape. On considere
qu'un individu k de ce systeme possede une vitesse v, (t) de progression dans la direction
x pouvant potentiellement étre fonction des conditions environnementales auxquelles
I'individu est soumis, de la nature propre de cet individu, du temps écoulé depuis lequel
il est dans cet état, de la quantité = en tant que telle ou méme d’autres informations
sur 'historique de l'individu (représentables ou non sous forme de dimensions d’état).

Dans un cas particulier ou la vitesse v(t) de progression dans la direction x (donc le
temps nécessaire pour atteindre z = 1 a partir de z = 0) ne dépend que de conditions
environnementales identiques pour tous les individus, de leur age ou de la quantité x en
tant que telle, cette vitesse en un temps donné sera la méme pour tous les individus nés
au meéme instant et ces derniers atteindront également x = 1 en méme temps. Si 'on
considere maintenant que les individus sont intrinsequement différents a leur naissance
et que certains auront une vitesse v, (t) plus grande que d’autres tout au long de leur
parcours jusqu’a x = 1, il est clair que des individus nés au méme instant n’atteindront
pas nécessairement xr = 1 en meéme temps. L’instant d’arrivée en x = 1 d’individus
ajoutés en x = 0 au méme instant risque également d’étre différent si les conditions
environnementales ne sont pas les mémes pour tous les individus et que ces conditions
affectent la vitesse vx(t). Méme si le résultat en x = 1 est le méme dans ces deux
cas, I’évolution intermédiaire se fait différemment et la description mécaniste des deux
situations est fondamentalement différente.

C.2 Mémoire «parfaite»

Pour des individus intrinsequement différents a la naissance («avantages» géné-
tiques, malformations, masse a la naissance etc.) et conservant ces caracteres les distin-
guant pendant tout leur cheminement jusqu’a x = 1, le systeme a une forte mémoire
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et la vitesse v (t) d'un individu est fortement corrélée a celle en un temps antérieur
vi(t — 7). Pour le cas extréme ou les individus possedent en tout temps ¢ une distri-
bution de vitesses gaussienne de moyenne r(t) et d’écart type o,(t) dans laquelle la
position relative de chaque individu reste constante (leur «rang» reste le méme dans
la distribution et la quantité (vx(t) — ©(t))/o,(t) est conservée dans le temps V k), la
position x(t) d'un individu ajouté en x = 0 a t, sera

wi(t) = / t V() dt’

to

et la position moyenne z(t) du groupe de n individus soumis aux méme conditions sera
donnée par

1 n t t 1 n t
:—Z/ Vk(t')dt':/ —Zuk(t')dt':/ p(t)dt!
=0 Jto to " 30 to

La variance 02(t) = {(xx(t) — Z(t))?) de la position z d’une population d’individus nés
au meme instant est donnée par

o2(t) = <( /t: ve(t)dt' — /totu(t’)dt')2>
_ <(/t:a,,(t)—(t/>( )ﬂ(t,)dt’)2>

et puisque (v(t) — (1)) /o, (t) est une constante dans le temps,
)
=<< >/ )

pour un écart type
t
oul(t) = / oo (£)dt | (1)
to

Dans le cas particulier ou o, est indépendant du temps, o,(t) = (t — tg)o, et Iécart
type est donc directement proportionnel au temps écoulé depuis 'ajout des individus
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au systeme. Or, cette méme mesure d’écart type prise dans le contexte de 1’équation
de diffusion est proportionnelle a la racine du temps écoulé depuis I'ajout au systeme.
Cette différence provient directement du non respect de la condition que le systeme
soit sans mémoire. En fait, la situation venant d’étre décrite correspond a une mémoire
«parfaite».

C.3 Limite sans mémoire

L’origine de la distribution de vitesses v (t) peut également découler du fait que
les conditions environnementales auxquelles les individus sont soumis different d'un
individu a l'autre. Une partie de cet effet peut, comme précédemment, correspondre
a une mémoire parfaite du systeme. Ceci se produit lorsque certaines des conditions
environnementales demeurent semblables pour un méme individu tout au long de son
cheminement sur 'intervalle x € [0,1]. Une telle situation peut par exemple survenir
lorsqu’une population d’individus a priori identiques se trouvent dans plusieurs milieux
isolés aux conditions environnementales différentes; chaque individu est prisonnier de
ce milieu et ceci influence toujours de la méme fagon sa vitesse v (t). Cependant, une
autre partie de cet effet peut correspondre a une situation possédant une mémoire
imparfaite n’étant valable que pour une certaine période de temps v~*. Dans la situation
précédente, ceci peut correspondre a une migration des individus de I'un de ces milieux
a un autre avec un temps caractéristiqueﬁ ~~1 nécessaire & cette transition ou encore &
une variation au fil du temps des conditions dans chacun des milieux.

On considere le cas particulier ou la vitesse au temps t de progression d’un individu
k dans l'espace = est donnée par

v(t) = v(t) + 0, (1) (t)

ou &k (t) est un bruit rouge (basse fréquence) gaussien stationnaire de moyenne (& (t)) =
0, d’écart type (£2(t)) = 1 et d’autocorrélation

(€t + ) = e (C.2)

En un temps donné ¢, les vitesses v (t) des divers individus suivent une distribution
gaussienne d’écart type o,(t) de moyenne (t). Pour un individu k particulier, & (%)
varie relativement lentement dans le temps par rapport & un temps caractéristique v+
correspondant a une mesure de la durée de la «mémoire» du systeme. Cependant, un

2Une correspondance peut étre établie entre cette situation et la diffusion de particules dans un gaz

1

ol 7~ est le temps entre les collisions intermoléculaires.
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échantillonnage de & (f) en des intervalles de temps réguliers beaucoup plus longs que
~~1 semblera tiré d'une distribution aléatoire gaussienne de moyenne nulle et d’écart
type unitaire. La vitesse v (t) d'un individu hérite de ces caractéristiques lorsque o, (t) et
v(t) varie peu sur les intervalles de temps considérés : v (t) varie lentement par rapport
a un temps v~ ! alors qu'un échantillonnage sur des temps beaucoup plus long révele une
distribution de moyenne () et d’écart type o, (t). La limite 7y — 0 permet de retrouver
le cas de la section (C.2) de temps de corrélation infini (mémoire parfaite) ou le rang

de chaque individu est conservé dans la distribution ((vx(t) — (t))/o,(t) = constante).

La position d’individus respectant une telle distribution est donnée par

wi(t) = / ()t = / ()t + / o (V) = T(E) + xalt)

to to to

ou

() = /ttﬂ(t’)dt’ ot xalt) = /ttal,(t’)gk(t’)dt’ | (C.3)

0

Comme précédemment, z(t) donne la position moyenne alors que x(t) est la position
de chaque individu par rapport a cette moyenne ({xx(¢)) = 0 puisque (£x(t)) = 0). On
réécrit 'équation (C.3)) en utilisant le changement de variables ' =t — ¢, + 0

O+t—to
Xk(t) = / 0’,,(9, - 9 + to)Sk(Q’ — 9 + to)d@l
[%

On peut remarquer que o, (t) est non stationnaire et indépendant de I'individu observé
alors que & (t) est stationnaire mais est différent d’un individu & & un autre; le «temps
absolu» est important pour o,(f) mais il n’en est pas de méme pour (). Soit £(t)
(sans indice k) un bruit rouge gaussien ayant les mémes caractéristiques statistiques
que celles des &(t). Pour tout intervalle [to,t] de durée 7 =t — ty et pour un k donné,
il existe un @ pour lequel £(t 4 0) est aussi semblable a & (¢) que I'on le souhaite sur cet
intervalle. Cette constatation permet d’écrire

)= [ o0 = 0+ to)e (00 (C.4)

Ainsi, la quantité permettant de distinguer un individu des autres est maintenantﬁ 0
plutdt que k et x-(6) ne dépend plus explicitement du temps absolu ¢ mais plutot du
parametre 7 caractérisant le temps depuis lequel I'individu a été ajouté au systeme,
le temps initial ¢, affectant uniquement o,(t). Les bornes d’intégrations de 1’équation
(C.4) peuvent étre étendues a l'infini en introduisant la contrainte & méme 1’équation

x-(0) = /Oo o (to+0 —0)O) [H(r+60—6)—H(O -6 dY

— 00

311 est important de noter 'interversion de la signification de la quantité présente en indice et de
celle en parametre lors du passage de xx(t) & x-(6).
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et en définissant
W.(t) =0,(to —t) [H(T +t) — H(t)] (C.5)

X-(f) peut étre exprimé comme une convolution

/ EONW,(0 —0)do = (€« W,)(6) . (C.6)

Soient la transformée de Fourier F et son inverse F ! déﬁnies@ comme

fw) = FAF@) / F(t)e ! dt (©7)
£ = FSF@)}0) = 5 / f)eas (©8)
T
En introduisant ces relations dans la définition de la convolution
(f * o)t / F(t)g(t — )t —/ FFS g}t — )
_ f(t/)/ g(w) w' (t—t") dw'dt

= i /OO /OO F(te ™ dt' §(w) e dw’
= o | f@ane s = £ s
puis en prenant la transformée de Fourier des deux cotés, on obtient la relation
F{(f % 9) (1)} w) = f(w)i(w) (C.9)
qui est connue sous le nom de théoréme de la convolution.
On définit &(w), ¥(w) et W, (w) respectant

£(w) = Fo{€(0)}(w) X(w) = Fo{x(0) }w) W (w) = Fo{ W (0)}(w)
E0) = FoHEWHO)  x(O) = FSH{RW@)NO) W (8) = FH{W(w)}6)

qui, a I'aide du théoréme de la convolution, permettent d’exprimer (C.0]) sous la forme

A

Xr (W) = E(W)Wr(w)

En multipliant chacun des cotés par son complexe conjugué, on obtient
~ ‘2

)] = [é@)| i)

4Plusieurs définitions différentes existent pour la transformée de Fourier.

‘ 2

(C.10)




Annexe C. Modéles diffusifs et mémoire 125

qui met en relation les «spectres de puissance» de x.(t), £(t) et W.(¢).

Soit la corrélation croisée («cross correlation») de f(t) et g(t) définie comme

(f = 9)(t / (gt + )t

ou f*(t) représente le complexe conjugué de f(t). En y exprimant f(¢) et g(¢) a 'aide
de leur transformée de Fourier

’ 1 i s 1 /
zw t - ~ro I i (tt) g, /
(F0)(t) t/ (QW/’ff ) (5 [ atene o) a
4 o / / f e tldu)// g(w//>€iw”(t+t’)dw//dt/
™ —00

F JE ( ) / g(w//)eiw”t/ ei(w"—w’)t’dt/dw//dw/
0 —00 —00
1 oo

47T2 JE* (w/> /OO Q(w”)ei“’ut27r5(w” . w/)dw”dw/
:j/f ) ! = FHF()3(w)} 1)

puis en prenant la transformée de Fourier des deux cotés, on obtient

FAf*9) 0} w) = [ (@)i(w)

qui est le théoréme de la corrélation croisée. Dans le cas particulier ou f(t) = g(t), ceci
devient

FAf+ f))}Hw) =

qui est le théoreme de Wiener-Khintchine.

Puisque £(t) possede les mémes caractéristiques statistiques que les & (t), sa fonction
d’autocorrélation sera donnée par

(E(t+O)Et+0+s)) = e

ol la moyenne est effectuée sur les différents individus, donc sur . La stationnarité de
&(t) permet de choisir £ = 0 et la moyenne sur un nombre infini de ¢ différents peut étre
écrite sous la forme d’une intégrale

/ EONEWB + 5)d = e
On utilise maintenant le fait que £(t) est réel (£(t) = £*(t)) pour écrire

/_OO (00 + s)db' = (ExE)(s) = el
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qui permet 'utilisation du théoreme de Wiener-Khintchine

)5(@0))2 — Fu{e M) (w) = /Z sl i g /

0 00
63’(7—210) ds/ + / 6—3’(fy+iw) ds/
0

B es’('y—iw) 0 e—s’('y—i—iw) © B 1 N 1
oy —dw . v+ iw O—W—iw v+ w
ou encore
.2 2y
w)| = ———
@) =

Le spectre de puissance de £(t) peut étre utilisé dans la relation (C.10) pour obtenir

A 2 2 .. 2
XT(w)‘ w242 ‘

Wi (w)

(C.11)

Lorsque o, (t) est connu, W,(t) est donné par 1’équation (C.3) et permet d’obtenir
X 2
WT(w)‘ qui & son tour définit completement |y, (w)|* par I'équation (CII)). Cette

derniere quantité fournie, grace au théoreme de Wiener-Khintchine, la fonction d’auto-
corrélation de x,(t).

Dans le cas particulier ou 0, (t) = o, est constant, le filtre W, (¢) devient
W, (t) =0, [H(t+T1)— H(t)]

et sa transformée de Fourier

o 0 . .
1 s A V 1 _ LWWT
WT(W> = Uu/ [H(t/ + T) — H(t/)] e‘“"t dt/ —_ Uu/ 6—2wt dt/ _ M
e -7 w
permet de connaitre le spectre de puissance de W (t)

R ‘2 0.3(2 _ ein _ e—in)

w?

Le spectre de puissance de x,(t) est donc complétement connu

2 B 270.3(2 _ 6iw7— _ 6—im—)

A+ 7)

()|

et le théoreme de Wiener-Khintchine permet donc d’en connaitre la fonction d’autocor-

rélation
- 2 1 oo 2,}/0.2(2 _ eiw’T _ e—iw’T)eiw’s

_ 1 _ v
(- xxr)(s) = F, { } (s) = o /_Oo w?(W? +~2) d’

:70’% /OO #dw/—/m ﬂdu)/—/C>O ﬂdw’
T \Jooo W?(W? +97) oo WR(W? £ ) oo WE(W? 4 2)

_ o, < /_ ‘: D (W) dw' — /_ z Yo (w')dw' — /_ z ¢3(w')dw/> (C.12)
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A 4
D
A 4
\4
A 4
&
A 4
\4

(a) Contour C4 (b) Contour Cs

Fig. C.1: Contours d’intégration. Représentation schématique des contours utilisés lors de I'inté-
gration de I'équation ([CI2]). L'axe réel est parcouru de —co a oo en contournant le pdle a I'origine
par le demi cercle de rayon infiniment petit C'{ passant au dessus pour Cy et par le C'S passant au
dessous pour C5. Le contour C; est refermé a I'infini dans le sens anti horaire par le demi cercle
C7° et Cy I'est dans le sens horaire par C'5°.

ou on a défini ¢;(w), e(w) et Ps3(w) pour alléger la notation. Ces trois intégrales
possedent chacune un pole de degré 2 en w’ = 0 ainsi que deux poles de degré 1 en
W =1iyetw = —iy.

Lorsque s > 0 et que 1'on choisi le contour C (les contours utilisés sont tous décrits
en figure (C.I))) pour intégrer
2eiws
)

Y

Y1 (w)

la partie principale de Cauchy (notée P) de I'intégrale sur I'axe réel sera donnée par

P/ i(W)dw' = i (w)dw’ — Ui (w')dw' — U (w')dw’
—00 C1 Cs

O
= 2mi Res[¢n (w), iy] + mi Res[¢r (w), 0]

puisque C7° a une contribution nulle, I’exponentielle décroissant beaucoup plus rapide-
ment que w™!. Le résidu en iy est donné par
Qeiws —e s

Reslg(w),in] = lim (w —iv)in(w) = lim Z57——s = =

et celui a l'origine par

d(w*y(w)) — im 2ise™ws B 4wes 215
w—0 dw w—0 w2 4+ 72 (w2 + 72)2 72

P e = () Gz (C13)

— 00
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Le cas s < 0 est traité de facon semblable mais cette fois a 1’aide du contour Cy
73/ 1 (W)dw' = Py (W)dw' — Yy (W)dw' — Py (W) dw'
—o0 Co Cs cge
= —2mi Res[t); (w), —i7] — mi Res[¢r (w), 0]

:__27?<6_%_S) (s <0)

7 \7
On peut regrouper ce dernier résultat avec (C.I13)) pour obtenir

o0 _ —ls
73/ Py (W)dw' = —2r <6; + |s|)

,}/2

L’intégrale de

6iw(s+7)

Pa(w) = m ,

est effectuée sur le contour C'; et on ne considere que le cas —s < 7 avec 7 > 0

7)/ Ua(w')dw’ = P (w')dw’ — U (w')dw’ — P (w')dw’
—00 Cq Cf

o
= 2mi Res[t2(w), ] + mi Res[¢a(w), 0]

—TT 6_7(7—4_5)
= —2 ( + 74+ 8)
v v

De fagon tres semblable, 'intégrale de

6iw(s—7)
¢3(w) - wg(wg + 72) )

est effectuée sur le contour C5 en ne considérant que le cas s < 7

73/ P3(w')dw' = P3(w)dw' — P3(w)dw' — s (w')dw'
—00 Co cs

oz
= —27m1 RGS[@DQ (w), —2'7] — i RGS[@DQ (w)’ O]

—T 6_7(7_8)
= —2 ( + T — 3)
v v

On combine maintenant ces relations pour obtenir la solution de 'intégrale (CI2))

202 el
<x7*xT><s>—7( o]+

e sl — g7 cosh(vs))
Y
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valide lorsque |s| < 7. On retourne maintenant a une expression de l'autocorrélation
dans le formalisme initial

- 2 —ls| _ =7
| @ sy =2 (—|s|+7_6 ¢ coshws))

20, e sl — e777 cosh (s
O (0)x-(6 + 5)) = =~ <_|S| 4 (v ))

" v

20, e sl — e77(t=10) cosh(ys
Dot +5)) = = <_ Is| + (t — to) — - (v ))

que l'on peut évaluer a s = 0 pour obtenir la dépendance temporelle de la variance de
la distribution en x des individu

o (t) = (i (1) = 20, ((t —to) - ﬂ)

gl gl

Dans la limite on1 ¢ < y~1, la mémoire du systéme est & toute fin pratique parfaite
pour la période considérée et ’expression de la variance devient

0(t) ~ 0, (t —to)*

en accord avec I'équation (CIJ). Cependant, pour des temps ¢ > v~! beaucoup plus
longs que la mémoire du systeme, la variance prend plutot la forme
2

2 0,
o (t) ~2—=(t — to)
8

qui est celle que prend les solutions du modele diffusif de la section ([B.I) lorsque D =
2
o,/

C.4 Justification d’utiliser la limite sans mémoire

On vient de constater qu'une diffusion dans laquelle I'écart type des distributions
augmente proportionnellement a la racine du temps peut étre explicable lorsque 'on
observe un systeme sur des périodes de temps bien supérieures a la portée de la mé-
moire du systeme. Cette condition est-elle remplie dans les situations biologiques dans
lesquelles on peut souhaiter utiliser le modele diffusif ?

°1l existe une correspondance directe entre ce résultat et celui obtenu a 1’équation 15.10.12 de [22]
pour un gaz dont la fonction d’autocorrélation des vitesses des particules (équation 15.10.9 de [22]) est
la méme que celle donnée en équation ([C.2) pour la «vitesse» des individus dans la dimension .
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En général, la réponse a cette question est probablement «nons». Cependant, le
fait que la mémoire d’un systeme soit du méme ordre que les temps caractéristiques
des phénomenes que 'on souhaite modéliser n’invalide pas la solution diffusive pour
autant. L’écart type de la distribution de population dans la dimension d’état = sera
probablement erroné, soit, mais un choix judicieux du coefficient de diffusion D permet
d’obtenir la bonne distribution pour les instants ou les individus parviennent au seuil
critique. L’utilisation de I'équation de diffusion est alors totalement justifiable si les
parametres du systeme ne dépendent pas de la quantité x et que cette derniere n’est
utilisée que pour connaitre 'instant critique auquel I’événement attendu survient.

Dans certaines situations, il est possible de considérer des cas ou les parametres du
systeme sont fonction de la quantité x et ce méme si D est non nul. Par exemple, dans
le cas ou la mortalité des individus est fonction de ’age et qu’un phénomene critique
se produit apres un certain age tiré d’une distribution gaussienne, il suffit d’utiliser la
dimension d’état x comme possédant D = 0 et v = 1 ainsi que la dimension d’état y
ayant D > 0 et v = 1. On rend maintenant la mortalité fonction de z, le «vrai» age,
et observe y pour connaitre le moment ot les individus traversent le seuil critique. Une
telle pratique n’est cependant possible que dans les cas ou la distribution se trouve dans
le seuil critique de la variable d’état a atteindre (e.g. age) plutot que dans la witesse
a laquelle cette variable d’état est accumulée (ce qui est possiblement le cas pour les
degrés-jours cumulés).

Il est possible d’obtenir la bonne distribution de délais pour le temps requis avant
un événement malgré le fait que le modele diffusif ne puisse tenir compte de la mémoire
d’'un systeme. Cependant, ceci ne sera pas vrai pour un second événement suivant le
premier. Soit par exemple une situation naturelle ou un individu produit un certain
nombre de descendants a certains seuils x1, 29, ... de la dimension d’état = et conserve,
de I'un de ces seuils a 'autre, une mémoire de la vitesse a laquelle il les produit. Dans
un tel cas, il peut étre possible d’écrire une équation de diffusion apportant la bonne
distribution lors du passage en x; mais générant une distribution trop étroite arrivé en
xo (puisqu’elle augmente selon la racine du temps). La mémoire du systéme biologique
doit tout de meéme étre considérablement plus longue pour que ces phénomenes entrent
en ligne de compte et 'atteinte du seuil elle méme est souvent une frontiere mémo-
rielle considérable (e.g. recherche d’un nouveau milieu propice et de nourriture pour
produire d’autre descendants, passage d'un état larvaire a un état adulte). La mort de
I'individu garanti une éventuelle perte de cette mémoire, & moins que ses «avantages»
ou «désavantages» soient transmis a sa descendance. Il est a noter que cette question
ne se pose normalement pas dans le cas ou l'atteinte d’un certain seuil met fin a la
période d’incubation d’une infection, & moins que l'instant de mort (ou de guérison) de
I'individu dépende du temps qui a été nécessaire a l'incubation. Dans tous ces cas, il
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faut se souvenir que lorsque 'on a négligé la mémoire du systeme biologique, 'erreur
apparaitra dans I’écart type des distributions et non dans les délais moyens.

C.5 Alternative a mémoire parfaite

Il peut arriver que des observations biologiques montrent que la mémoire d’un sys-
téme particulier d'un événement a l’autre (ou d’une génération a 'autre) ne puisse étre
négligée et soit importante dans la dynamique du systeme. Cette section présente rapi-
dement)] une alternative au modele diffusif qui pourrait possiblement étre utilisée dans
une telle situation.

Si I’équation de diffusion (B.1]) ne peut pas tenir compte de la mémoire d’un systeme,
c’est parce que les informations qui lui sont accessibles, soit la distribution actuelle
du systeme dans 'espace d’état considéré, ne lui apportent aucune information sur le
passé ni lui permettre de discriminer les individus les uns des autres. On ne peut pas
simplement chercher une autre équation différentielle partielle d’une forme légerement
différente recevant les mémes informations et tenant compte de la mémoire du systeme
puisqu’'un tel objet n’existe pas : la limitation se trouve au niveau des informations
accessibles a I’équation de diffusion.

Une solution réaliste consiste a ajouter au systeme une dimension y contenant l'in-
formation manquante : la vitesse des individus dans la dimension x. On choisit alors
D, = 0 et v, = y pour gérer la dynamique de z et D, = v, = 0 pour celle de y, demeu-
rant statique. De facon plus générale, y peut plutot contenir 'information sur le «rang»
des individus par rapport aux autres (soit I’équivalent de (v, (t) —v(t))/o,(t) en section
([C2)). On peut imaginer d’autres mécanismes plus complexes pour la dynamique de y
mais ceci requiert une grande compréhension de la situation biologique correspondante.

6Cette alternative n’a pas été étudiée en profondeur et n’est présentée ici qu’en tant qu’avenue
possible.



Annexe D

Implantation numérique du modele
de cohortes

Si I'implantation numérique d’'un modele compartimental tel que celui traité en
section (4.2)) est relativement triviale, il n’en est pas de méme pour le modele de cohortes
pour le VNO introduit en section (£4]). Cet annexe explique rapidement les méthode
utilisées pour I'implantation numérique de ce modele sous Microsoft® Visual C++®
6.0. On mentionne ici la fonction de chacune des composantes du programme et réfere
aux algorithmes par leur noms plutot que de décrire dans le détail tout le processus ou
de réécrire ici I'ensemble du programme sous une forme de pseudocode.

D.1 Outils et classes de données

Malgré le fait que l’ensemble du modele soit implanté sous forme de classes, la
plupart d’entre elles sont des classes de données ou des outils assez courts appelés
par deux classes plus spécialisées. Cette section traite de ces blocs de construction
simples mais essentiels au fonctionnement des classes plus complexes introduites dans

les sections (D.2) et (D.3).

D’abord, la classe Tvecteur<> est un patron («template») permettant d’allouer
dynamiquement de I’espace pour un vecteur de n’importe quel type d’objets ainsi que
de correctement libérer la mémoire lors de la destruction. Elle possede entre autre des
accesseurs permettant d’obtenir un pointeur pointant directement vers les objets du
vecteur (Ptr() et PtrRO(), le second ne fournissant qu’un acces en lecture seulement)
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et permettant ainsi un acces tres rapide aux informations. Presque toutes les données
pouvant étres placées dans un vecteur sont stockées dans une instance de cette classe.

La classe Tspline<> (également un patron) permet d’effectuer Iinterpolation en
splines cubiques d’une séquence en utilisant principalement les algorithmes spline et
splinet de [2I], & quelques modifications pres. Un ajout important est la possibilité
d’obtenir I'intégrale de la courbe de son origine a un certain point grace a l'appel du
membre Tspline<>::Int (). L’évaluation de cette intégrale est accélérée par le fait que
sa valeur peut étre préalablement évaluée pour tous les points d’interpolation et sto-
ckée de facon a ce qu’il ne reste plus qu’a trouver la position du point d’évaluation
de l'intégrale dans la spline, de calculer (analytiquement) l'intégrale du polynéme cu-
bique entre le dernier point d’interpolation et cette position et d’y ajouter l'intégrale
jusqu’au dernier point d’interpolation. L’intégrale entre un point a et un point b peut
étre simplement obtenue en soustrayant la valeur de Tspline<>: :Int () retournée pour
le second point a celle du premier. Le stockage interne des informations est fait dans
des instances de Tvecteur<>.

La classe Todeint est un intégrateur d’équations différentielles ordinaires de type
Runge-Kutta Cash-Karp a pas adaptatif (estimation de l'erreur par comparaison des
ordres 4 et 5) presque intégralement tiré de [21]. La méthode odeint () existe en deux
versions surchargées, I'une travaillant sur I’état original et I'autre effectuant une copie,
laissant 1’original intact. Les données sont passées a l’aide d’un vecteur de pointeurs
(pas nécessairement un Tvecteur mais pouvant 'étre grace a Tvecteur::Ptr() ou
Tvecteur: :PtrRO()) permettant de lever la restriction que les objets sur lesquels on
souhaite travailler soient ordonnés de facon consécutive en mémoire.

Les fichiers VNOdatatypes.h et VNOdatatypes.cpp contiennent de petites struc-
tures, classes et définitions permettant le stockage des populations et températures du
systeme. Elles contiennent également une équation différentielle tres simple (EqDiff-
FiltreExp()) permettant, a I'aide de Todeint, d’effectuer une moyenne glissante d’une
séquence avec une fonction de poids donné par une exponentielle. Si

1t ,
M, (t) = = / (e /7t

— 00

est cette moyenne pour z(t) (en utilisant un temps caractéristique 7 pour 1’exponen-
tielle), on utilise son équivalent

AM(t) _ x(t) — M(t)

dt T

Cette facon de procéder est utilisée lors du traitement des températures afin d’obtenir
celle de I'eau (voir figure (E.I)).
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La classe TVNOevents est une classe mere ne pouvant étre utilisée par elle méme mais
nécessitant plutot que l'on en dérive une classe permettant au modele de gérer un type
particulier de situation. Afin d’éviter d’avoir a utiliser une classe virtuelle (ralentissant
considérablement 'exécution), cette classe mere possede un membre permettant a la
classe dérivée d’identifier son type lors de la construction. Jusqu’ici, un seul type d’évé-
nement (classe dérivée) a été implanté, TVNOeventTueLarves. Cette classe contient les
informations nécessaires au modele pour gérer une situation ou une fraction donnée du
nombre total de larves est retirée en un instant précis et peut donc correspondre a une
situation de lessivage.

De fagon similaire, la classe TVNOfonctionMeteoEvents est une classe mere per-
mettant de gérer parametres ou conditions pouvant étre fonctions du temps, des condi-
tion météorologiques ainsi que des divers événements pouvant affecter le systeme. Tout
comme TVNOevents, elle ne peut étre employée par elle méme et les classes qui en sont
dérivées doivent s’identifier lors de leur construction. De plus, la fonction membre TVNO-
fonctionMeteoEvents: :fonction() de la classe mere se charge d’appeler le membre
équivalent de la classe dérivée grace a un static_cast<>. Les fonctions membres im-
plantées jusqu’ici permettent de gérer des valeurs constantes (TVNOfonctionFixe, utilisé

ars,l
A

tion linéaire en température avec coupure lorsque négative (TVNOfonctionLinearT,

pour les parametres considérés constants comme pp, pa et la vitesse v2*"), une fonc-
utilisé pour fournir v,, et v§'™"), le passage d’'une valeur a une autre suivant une tan-
gente hyperbolique (TVNOfonctionTanh, utilisé pour la diapause) et une fonction ayant
I'apparence d’une impulsion (TVNOfonctionPulse, utilisé pour simuler I’application de
méthoprene).

La classe TVNOpopdisease gere les groupes de populations d’oiseaux et de mous-
tiques tout en conservant a l'interne un vecteur de pointeurs vers chacune des quantités
définissant les populations et leur état d’infection. Ceci permet a Todeint de pouvoir
avoir acces au systeme complet tout en conservant la structure inhérente aux cohortes
de moustiques et aux groupes d’oiseaux. Ces groupes d’oiseaux peuvent étre utilisés
par I'architecture MAGS afin de représenter un «agent». Des fonctions permettent un
ajout et un retrait facile des groupes d’oiseaux de facon a faciliter I'implantation du
passage d'un agent d’une région a une autre.
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D.2 Calcul préalable de quantités importantes pour
les cohortes.

La fonction de la classe TVNOpreparedynmoust est de préparer la structure VNO-
DynPopMoust a son utilisation par TVNOdiseasemodel. Cette structure contient toute
I'information nécessaire a la description des cohortes et des relations les unissant.

La premiere tache remplie par TVNOpreparedynmoust : : FaitDynamique () est d’éva-
luer en divers instants les valeurs de TVNOfonctionMeteoEvents: :fonction() corres-
pondant aux parametres du systeme pouvant potentiellement varier dans le temps et
d’utiliser ces quantité pour construire des splines cubiques Tspline<>. On prépare en-
suite des vecteurs pour contenir les divers temps importants et informations concernant
les cohortes en prévoyant suffisamment d’espace pour le nombre maximal de cohortes
pouvant étre produite considérant le nombre de cohortes filles allouées par cohorte mere
ainsi que le nombre maximal de génération prévu au cours de 1'été. Un simple index
f est attribué a chacune de ces cohortes de facon a permettre 'acces a chacune de ces
quantités pour la cohorte désiré. Les parametres de la cohorte initiale Fj, toujours
d’index 0, sont préalablement fournis et la boucle principale peut débuter.

Pour chacune des cohortes (en ordre croissant d’index et en débutant par I'index
0), on calcule le temps nécessaire a ce que les larves de cette cohorte passent a l'état
adulte en appelant la fonction TVNOpreparedynmoust: :MaturationAugmentel (), dé-
crite plus loin, pour v,, (cette étape n’est pas effectuée pour Fy). On entre ensuite dans
une seconde boucle ol on calcule grace a la fonction TVNOpreparedynmoust : :Matura-
tionAugmentel () tous les instants de piqure et de pontes que 'on souhaite considérer
respectivement ave vgf’l et v§"™. Cette boucle complétée, on vérifie si le nombre maxi-
mal de génération permet a la cohorte actuelle de produire des descendants. Si oui, on
attribue a la cohorte d’index suivant un temps de naissance égal au premier temps de
ponte de la cohorte d’index considéré en plus de lui apprendre I'index de sa mere puis
passe a l'itération suivante pour la boucle principale. Si le nombre maximal de généra-
tion est atteint, on remonte dans I’arbre jusqu’a ce que 'on atteigne une cohorte mere
pour laquelle toutes les cohortes filles potentielles n’ont pas encore été calculées. On
donne alors a la cohorte d’index suivant un temps de naissance égal au temps de ponte
associé de la cohorte mere et lui apprend également I'index de cette derniere. La boucle
principale est répétée jusqu’a ce que ’arbre soit complet.

1On peut voir le lien entre f et ng comme si F' était une fonction de g et k retournant un index f
unique pour chaque cohorte.

2La version informatique de ces parametres est un facteur 2 fois plus grande que celle introduite en
section ([L4T) de fagon a ce que l'on aie & cumuler 1 plutoét que 1/2 pour chacun des événements.
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La fonction TVNOpreparedynmoust: :SimplifieDynamique effectue ensuite un net-
toyage de cet arbre ou toutes les cohortes ne voyant jamais le jour (parce que les
parametres et conditions météorologiques ne permettent pas de remplir la condition
recherchée par la fonction TVNOpreparedynmoust: :MaturationAugmentel()) sont re-
tirées et ou la taille de I'arbre est réduite au minimum. Pour ce faire, on effectue une
copie conforme de l'arbre, parcourt ’arbre une premiere fois pour générer un vecteur
attribuant un nouvel index a I’ancien index d’une cohorte et un autre vecteur effectuant
I'inverse, redimensionne ’arbre original a sa nouvelle taille puis utilise la copie et les
vecteurs précédents pour construire le nouvel arbre lors d’une seconde boucle.

On peut constater que toute la partie «active» de ce code est effectuée par la fonction
TVNOpreparedynmoust: :MaturationAugmentel (). Cette derniere utilise un algorithme
de type Newton-Raphson pour trouver la valeur de ¢ nécessaire a ce que l'intégrale d’une
spline (obtenue par Tspline<>::Int()) en ce temps ¢ soit supérieur de 1 a celle en un
temps spécifié. Cette tache est simplifiée par le fait que puisque les vitesses utilisées
sont toujours positives, leurs intégrales sont toujours croissantes et il existe donc qu’une
seule solution au probleme. De plus, la dérivée est connue analytiquement puisqu’il ne
s’agit que de la valeur de la spline en ce point. L’algorithme est écrit de fagon a toujours
conserver les valeurs du meilleur estimé d’une borne inférieure et d’une borne supérieure
obtenues jusqu’a présent et si jamais une itération Newton-Raphson retourne une valeur
a 'extérieur de cette borne, on utilise plutot la valeur centrale de cet intervalle comme
prochaine évaluation. De cette fagon, la taille de 'intervalle décroit par un facteur 2 a
chaque itération dans le pire des cas alors que la convergence est quadratique dans le
meilleur.

Une fois ces informations connues, les relations de la section (£.4.1]) peuvent étre
directement appliquées pour obtenir les populations de larves et de moustiques. En
fait, il s’agit de la méthode utilisée pour produire les figures de la section (£4.2) : les
informations concernant les cohortes sont générées par TVNOpreparedynmoust: :Fait-
Dynamique () puis exportées dans MATLAB® ot I'on recompose les populations en
utilisant les relations de la section (A4.1]). Cependant, il faut procéder autrement lors-
qu’il y a présence de maladie et que 'on souhaite agir sur le systeme (e.g. lessivage et
larvicides).
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D.3 Evolution dynamique du systeme épidémiolo-

gique.

Afin de pouvoir tenir compte d’événements extérieurs pouvant survenir a tout mo-
ments, la classe TVNOdiseasemodel utilise un modele compartimental particulier tenant
compte de la structure en cohortes des populations de moustiques et dont les flux entre
les compartiments sont modulés par les flux prévus par le modele de cohorte. A ce jour,
les justifications analytiques de cette approche sont incompletes et il se peut qu’elle soit
erronée.

Du point de vue de I'utilisateur, il suffit d’appeler TVNOdiseasemodel: :Step() pour
passer de 'état actuel (un objet TVNOpopdisease) a un état ultérieur spécifié. Cette
fonction s’assure que tous les événements devant survenir pendant cet intervalle de
temps surviennent et utilisent le systeme d’équations différentielles VNOSystemeEqs-
DiffDiseaseModel () avec l'intégrateur Todeint pour passer au nouvel état. Les diffi-
cultés résident donc dans I’élaboration de la fonction VNOSystemeEqsDiffDiseaseMo-
del().

Pour chaque cohorte d’indexe f, on utilise un compartiment L,;¢; pour tenir le
compte du nombre actuel de larves de cette cohorte respectant z, € [0, 1] et le com-
partiment LR}}]‘? pour représenter la population de larves que l'on aurait si les larves
ne devenaient jamais adultes (le nombre de larves de cette cohorte pour lesquelles
zy, € [0,00]). De la méme facon, on définit les vecteurs Eyy; et Eﬂ‘ﬁl, les éléments du
premier contenant la population «observable» d’individus exposés a la maladie lors de
la f-ieme piqflreﬁ et ceux du second contenant celle que les mémes individus auraient
s’ils ne devenaient jamais infectés. Pour les susceptibles, on utilise le vecteur Sy, ¢; dont
I’élément [ = 0 contient la population qu’auraient les susceptibles si aucun d’entre eux
n’était infecté lors des piqures, 1’élément [ = 1 contient ce que serait cette population
si on considere la premiere piqlire mais aucune autre et ainsi de suite jusqu’au dernier
élément | = np,. contenant la véritable population susceptible (considérant un nombre
fini n,, de piqures possibles). Enfin, les compartiments Iy/¢ et Ry ¢ contiennent res-
pectivement le nombre observable d’individus infectés et en diapause.

Chaque flux quittant un compartiment est approximativement donné par [la popu-
lation se trouvant dans ce compartiment en ne considérant pas le flux pour lequel on
souhaite une valeur (les versions «buff» des compartiments ou 1'équivalent pour )| x
['amplitude a U'interface de la Gaussienne normalisée représentant cette cohorte] x [la

3Ceci est différent dans le code C++ comme la numérotation des vecteurs commence a 0.
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vitesse de traversée de cet interface] / [la fraction de la population ayant déja traversé
le flux précédent].

Ce dernier ratio du nombre d’individus déja ajoutés au compartiment a droite de

I'interface par rapport a celui de ceux qui effectueront éventuellement ce passage si les
conditions actuelles se maintiennent est donné par fonction IntGaussExp() correspon-

1 1 /(A A
O(Azx,0,v, Ap) = 5 (1 + erf <ﬁ (793 + Uy”)))

ou Az est la position de la cohorte par rapport a l'interface, o est ’écart type de la

dant a

cohorte dans les mémes unités, v est la vitesse de la cohorte dans les mémes unités
divisé par du temps et Apu est la différence entre la mortalité des individus a gauche
de l'interface et celle a droite. La fonction d’erreur erf() est calculée en utilisant la
fonction erfcc() de [21] (implantée sous le nom NRerf ()) basée sur une approximation
de Chebyshev apportant une erreur inférieure & 1.2 x 10~7 pour tout argument.

On définit]
t 7 7
o (t) = /0 vy, ()t g — g (16mer)
t
e = [ o = )
t
o) = [ e = 2 ()
t
n(®) = [ o0y VI = vty

et utilise la macro TVNODISEASEMODEL_GAUSSIENNE() correspondant a

G(Az, o) = \/s_m exp <— (iff)

*Les w(t), z%34°(t), 5™ (t) et ya(t) correspondent a 'appel du membre Tspline: : Int () alors que

les a3, ayf, xi(}“gi et y}§f}> sont calculés dans TVNOpreparedynmoust en méme temps que les

temps correspondants.
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pour simplifier ’écriture des diverses dérivées
dSBj ZB]CUBJSB] 1
— I G( ars xplq ’o,ars )
dt NO"‘NB Z M AfD Y zaf
dIBj ZBJ(UBJSB] 1
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ou f réfere a la cohorte mere de f et m est le numéro séquentiel caractérisant cette ponte
(les ceufs d'une cohorte f sont donc pondue a l'instant t?aiss' = t?f’;:e). Par définition,

une somme de la forme 77 | a une valeur nulle. Dans la version informatique de ces
équations, les compartiments de larves incluent males et femelles et ceux d’adultes ne
comportent que des femelles. Ainsi, on y utilise le nombre d’ceufs par femelle par ponte
comme parametre [ (par opposition au nombre d’ceufs de femelles par femelle par
ponte) et un facteur 1/2 multiplie le flux lors du passage a ’état adulte. De plus, le
ratio d’individus en diapause 7 du code C++ correspond a 1 — 7 dans la notation de
ce document.

Lorsqu’un terme © intervient, 'implantation C++ de ces équations différentielles
fait appel a la macro TVNODISEASEMODEL_DIV() qui ajoute une petite quantité au dé-
nominateur afin d’éviter toute division par zéro. De plus, la macro TVNODISEASEMO-
DEL_SAFETIME() est utilisée pour s’assurer que les événements ne survenant jamais
aient une contribution nulle aux flux.

Lorsque la fonction TVNOdiseasemodel: :Step() repere un événement de lessivage
TVNOeventTueLarves, elle effectue 'intégration jusqu’a cet instant particulier, appelle
la fonction TVNOdiseasemodel: : TueLarves () puis reprend 'intégration jusqu’au point
demandé par I'utilisateur. Pour un lessivage affectant une fraction w*" des larves au
temps ¢ TVNOdiseasemodel: : TueLarves () multiplie par

ttush orf B () — xi(?j; erf wp (k) — x(ir}lor.
2 V208 V20,,

za,f

les populations de tous les compartiments de chaque cohorte f (sauf Fp), y comprit les
adultes. En plus de ne pas considérer que la distribution n’est plus gaussienne mais plu-
tot une Gaussienne tronquée, cette facon de procéder peut étre incorrecte si la cohorte
est suffisamment étalée pour que le flux soit simultanément non négligeable aux deux
extrémités de I’état larvaire ou encore si les adultes avaient commencé a produire des
ceufs de la prochaine génération?.

L’application d’un larvicide pour lequel I'impact sur les moustiques se fait sentir
de fagon similaire a celui du méthopréne (incluant ce dernier) est représentée par une
perte dans le flux de passage a ’état adulte. Le flux affectant le compartiment L reste
inchangé alors que celui ajouté aux adultes est multiplié par

meth. -meth. gmeth. _¢
2w Tdurée eXp ( meth.
1 — durée
meth. 2(tmeth )
7—activ. €xp <W — 2
activ.

°Il faudrait également multiplier les populations de cette nouvelle génération (et de tout autre
descendant) par le méme facteur pour corriger cette situation.
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meth.

est l'efficacité maximale du larvicide, t™°*" est 'instant d’application, 72¢th

ou w activ.

est une faible quantité caractérisant la rapidité de 'augmentation de la mortalité et
rieth. caractérisant la période ol le produit est eﬁicaceﬁ. Plusieurs de ces applications
peuvent survenir au cours d’un été et on suppose que l'efficacité du larvicide est autant
affectée lors d'un lessivage que ne le sont les populations de moustiques. La fonction

TVNOfonctionPulse permet de tenir compte de ces effets.

Il est a noter que les commentaires de la section (A4.3]) découragent 1'utilisation de
cette approche discutable (surtout lorsque les vitesses changent de fagon substantielle
au cours du passage d'un interface par une cohorte) et recommandent plutot un retour a
un modele diffusif ou I’élaboration d’'un modele de chaine de compartiments équivalent
lorsque 'on est en présence dune telle situation complexe comportant des événements
extérieurs.

Une fagon de rendre ce code utilisable dans un cas «réel» serait d’appliquer un filtre

grav.
TA

trait également de pouvoir considérer «correctement» les températures minimales et

passe-bas sur v et de se contenter d’écarts types relativement petits. Ceci permet-

maximales journalieres.

6Cette fagon d’agir peut fausser la correction IntGaussExp() (©) et doit étre reconsidérée.



Annexe E

Parametres choisis pour les modeles
diffusif et de cohorte

Cette courte annexe présente les divers parametres utilisés pour produire les résul-
tats de la section ([LZ42)) (tableau (E.I)) ainsi les parametres additionnels utilisés dans
I'implantation C++ du modele de cohorte (décrite en annexe [Dl) lorsqu’en présence de
maladie (tableau (E.2)). Un exemple de températures est également présenté (figure

(E1D).

On ne peut trop insister sur le fait que ces parametres sont présentés a titre in-
dicatif seulement. Plusieurs d’entre eux sont hérités de choix arbitraires faits lors de
la programmation a un moment ou une valeur, quelle qu’elle soit, était nécessaire afin
que le programme puisse compiler. Ces parametres doivent tou étre revus avant une
quelconque utilisation sérieuse du modele.

1Ceci inclut également la fagon dont les températures de lair et (surtout) de I'eau sont obtenues.
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Tab. E.1: Parametres choisis pour les populations de moustiques. Ces valeurs sont présentées a

titre indicatif seulement. Les populations sont en unités d’individus, les temps en jours et les tempé-
ratures en degrés Celsius.

Parametre

Signification

Valeur

Commentaire

B

émer.
Ts

émer.
1.

1227

Nombre d’ceufs (de femelles) pro-
duits par ponte par femelle.

Température seuil d’émergence.

Degrés-jours a cumuler au dessus
de T5™e™ avant I’émergence des
larves.

Taux de mortalité des larves.

100/2

3.3

297

0.043

Nombre arbitraire choisi suite a des conver-
sations personnelles avec un biologiste [5 [6].
Les valeurs mentionnées dans [16] sont plus de
lordre de 200 en début de saison et de 300 en
temps normal (pour Culex pipiens).

Valeur de [I6] pour Culex pipiens en condi-
tions terrain pour une densité de 100 larves
par 700 ml d’eau. Les conditions de labora-
toire pour une densité de 50 larves par 700 ml
apportent plutot 7¢mer = 9.4,

Valeur de [I6] pour Culex pipiens en condi-
tions terrain pour une densité de 100 larves
par 700 ml d’eau. Les conditions de labora-
toire pour une densité de 50 larves par 700 ml
apportent plutot 7.mer = 132.

Choisie de fagon a ce que le ratio de larves
parvenant éventuellement & ’état adulte (pour
un temps de développement de 12 jours, [16]
en fin de saison) sur le nombre total d’ceufs
pondus soit de e = 0.6 [I6]. Le ratio utilisé
par [28] est plutdt de e = 0.054 et apporte
KL = 0.24.

7_1101r0 piq.

7Pig.

ponte
Ts

ponte
1.

Ha

tdiap.

leap.

Temps entre 'émergence et la
premiere piqtire.

Temps entre une ponte et la pro-
chaine piqtre.

Température seuil de ponte.

Degrés-jours a cumuler au dessus
de TP avant la ponte.

Taux de mortalité des mous-
tiques adultes.

Jour auquel la moitié des nou-
veaux adultes sont en diapause.
Demi-longueur de la période de
transition vers diapause.

9.6

57.8

0.040

243

15

Valeur choisie par [16] pour Culezx pipiens et
Culex restuans dans un contexte sud-ontarien.
Arbitrairement choisi identique & 7¢re pid-,

Valeur de [I6] pour Culex pipiens en condi-
tions terrain. Les conditions de laboratoire ap-
portent plutot TP = 10.0.

Valeur de [I6] pour Culex pipiens en condi-
tions terrain. Les conditions de laboratoire ap-
portent plutot 7Pomte = 71.0.

Arbitraire. On dégage de discussions avec un
biologiste [5l [6] que tres peu d’adultes vivent
plus de 30 jours. La valeur présentée est pro-
bablement trop faible puisqu’elle apporte un
taux de survie de 30% apres 30 jours et de 9%
apres 60 jours.

Correspond approximativement au 30 aotut.

Correspond a une période de transition s’éta-
lant sur approximativement un mois, donc a
partir de la mi-aofit lorsque t42P- = 243,
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Tab. E.2: Parameétres choisis pour la maladie. Ces valeurs sont présentées a titre indicatif seule-
ment. Les populations sont en unités d'individus, les temps en jours et les températures en degrés

Celsius.
Parametre Signification Valeur Commentaire
Tincub- Température seuil d’incubation  14.3  Valeur pour Culez tarsalis [23]. Peut étre dif-
de la maladie dans un moustique. férente pour Culezr pipiens.
7 incub. Degrés-jours & cumuler au dessus ~ 108.7  Valeur pour Culex tarsalis [23]. Peut étre dif-
de Tmeub- pour fin de I'incuba- férente pour Culezr pipiens.
tion.
iB1 Probabilité d’infection d’une cor- 0.88  Valeur de [28].
neille piquée par un moustique
infectieux.
el Probabilité ~d’exposition dun  0.16  Valeur de [2§].
moustique piquant une corneille
infectée.
w1 Poids des corneilles en tant que 1 Imposé : on choisit la corneille comme espece
cibles pour les piqiires de mous- de référence.
tiques.
T Taux de guérison des corneilles. 0 Valeur de [28] supposant qu’aucune corneille
ne se remet de la maladie.
UB1 Taux de mortalité des corneilles  0.143  Valeur de [2§].
infectées.
B2 Probabilité  d’infection  d’un 0.88 Arbitrairement choisi identique & igy.
autre hote piqué par un mous-
tique infectieux.
M2 Probabilité d’exposition d’un 0.16 Arbitrairement choisi identique & 7.
moustique piquant un autre hote
infecté.
wo Poids des autres hotes en tant 0.5 Arbitraire. Correspond & une situation ou les
que cibles pour les piqiires de moustiques «préferent» deux fois plus les cor-
moustiques. neilles que les autres especes hote.
79 Taux de guérison des autres 0.143  Arbitrairement choisi pour amener la méme
hotes. durée de période ol la maladie peut étre trans-
mise que pour les corneilles. Cette période est
probablement plus longue pour les autres es-
peces hotes (donc 7o devrait étre inférieur & la
valeur actuelle).
HB2 Taux de mortalité des autres 0 Arbitraire. Correspond & une situation ou les

hotes infectés.

autres especes hotes ne peuvent pas mourir de
la maladie.
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Fig. E.1: Exemple de températures. Les points cyan et rouges correspondent respectivement aux
températures minimales et maximales journaliéres fournies au modele. La moyenne de ces deux quanti-
tés (points verts) donne la température de I'air T};, utilisée (la spline correspondante est donnée par la
ligne verte pleine). On filtre cette derniere quantité a I'aide d'une moyenne glissante utilisant un poids
exponentiel de temps caractéristique de 10 jours pour produire la température de I'eau Te,, utilisée
(en bleu, les points montrent I'échantillonnage utilisé pour générer la spline qui elle est représentée
par la ligne pleine). On présente également les températures seuil TSmer TPonte et Tincub 3 |'aide des
droites hachurées respectivement bleue, verte et rouge.
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